Om Variationsanalyse. II.
Af R. K. Kristensen,

I Tidsskrift for Planteavl, 39. Bind, Side 536—539 (>Om
Variationsanalyse«), blev det vist, at naar en Samling Ele-
menter, der varierer i Steorrelse, deles i et Antal (lige store)
Grupper, vil Elementernes totale Variation, udirykt som Af-
vigelseskvadratsum, vare lig Gruppernes Variation plus Ele-
menternes Variation inden for Grupperne. Er G Middeltallet af
samllige Elementer e, medens g er Middellallet for en enkelt
Gruppe, har man, naar der er r Elementer i hver Gruppe:

e+ G = [[te + @] + [r g+ G)).

Fjsernes Gruppernes Variation, enten ved at korrigere Ele-
menterne, saa de faar samme Gennemsnitsvardi i hver Gruppe,
eller — simplere — ved at benytte Differenserne e =g, der
skyldes Elemenlernes Variation inden for Grupperne, og dannes
ny Grupper, der ikke falder sammen med de forrige, vil den
totale Variation vzre lig Gruppernes samlede Variation ved
forste og anden Gruppedannelse plus Variationen inden for Grup-
perne ved den sidste Gruppedannelse. Danner man Grupper
(med paafelgende Elimination af Gruppernes Variation) s Gange,
og betegnes Gruppernes Afvigelseskvadratsum — udtrykt som
ovenfor — ved de fortsatle Gruppedannelser som A,, A,, A,
o. s. v., medens Summen af de kvadrerede Afvigelser inden for
Grupperne ved den sidste Gruppering belegnes som a,, og A
uden Indeks er den totale Variations Kvadratsum, har man:

og dette gxlder uden Hensyn til, efter hvilket System Grup-
perne dannes, eller paa hvilken Maade de griber ind i hver-
andre ved de fortsatte Gruppedannelser.

Eksempel 1. Af et Prgvedyrkningsmateriale er udtaget de i
Fig. 1 opferte Afgreder (jvf. Tidsskrift for Planteavl, 35. Bind, Side 625),
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medens Fig. 2 viser en almindelig Springertrseksfordeling ved et fem-
delt Forseg.

Fig. 1. Fig. 2.
- Sum Gsn., g
243 237 230 251 242 | 1203 241 1 2 3 4 5
251 228 238 248 256 | 1221 244 4 5 1 2 3
238 238 233 243 248 | 1200 240 2 3 4 5 1
212 220 228 245 252 | 1166 233 5 1 2 3 4
215 224 229 230 231 | 1129 226 3 4 5 1 2

Gsn. 1184 237

Lader man de 5 »vandrette« Parcelreekker danne Grupper, faar
man de ved Fig. 1 opferte Vaerdier af g, og Kvadratsummen [r (g +— G)*]
bliver 1067 (udregnet ved at benyite Sumtallene i Stedet for g-Veer-
dierne og dividere med r = 5 i Stedet for at multiplicere med 5). Derefter
fiernes Reekkernes Variation ved at treekke g-Veerdierne fra de enkelte
e-Verdier, se Fig. 3; Kvadratsummen, der udtrykker Segjlernes (de
slodrette« Reaekkers) Variation, udregnes ligesom far og bliver 1040.
Nu elimineres ogsaa denne Variation, og man faar Tallene i Fig. 4.

Fig. 3. Fig. 4.
2 —4 -1 10 1 7 2 —6 3 —8
7 —1§ — 6 4 12 12 —10 —1 -3 3
-2 -2 —7 3 8 3 4 —2 —4 -1
-—21 —4 — 5 12 19 —16 2 0 5 10
-1 —2 3 4 5 - 6 4 8 -3 -—4

Sum —25 -28 —26 33 45
Gsn. —5 —6 —5 7 9

Heraf dannes det tredje Szt Grupper ved at samle de Parceller, der
herer til samme Forsegsled, se Fig. 2. Disse Grupper giver Kvadrat-
summen 330, medens Variationen inden for Grupperne (Fellesparcel-
lernes Afvigelse fra deres Middeltal, Forsegsfejlen) giver 665, og alle
25 Parcellers Afvigelser fra Hovedgennemsnitstallet 237 giver Kvadrat-
summen 3102. Tillige udregnes Kvadratsummerne for Raekker, Sejler
og Forsegsled ved at benytte de oprindelige Afgrodetal i Fig. 1 uden
at foretage nogen Elimination af Gruppernes Variation, og Forsegs-
fejlens Kvadratsum bestemmes som Differens. Resultaterne er fpl-
gende: ‘
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Med Elimination Uden Elimination

Rekker ............. A, = 1067 1067
Sgjler............... A,—1040 1040
Forsegsled........... A;= 330 330
Forsegsfejl........... a;= 665 (665)
Sum...oovviiiiain.. - 3102

Total Variation ...... 3102 3102

" Som det ses, stemmer begge Fremgangsmaader overens, og For-
sogsfejlen kan beregnes efter Formlen:

s _ f
m Tn=s(p=-1)=1 (a)
naar der er n Elementer, og p'er Gruppernes Antal ved hver Gruppe-
dannelse (se »Om Variationsanalyse«, Side 538, hvor den samme For-
mel — med lidt andre Betegnelser — er udviklet).
Eksempel 2. I Stedet for at lade Reekker og Sejler danne Grup-

per, benyttes de i Fig. 5 viste Afdelinger, Fig. 5. Nr. 1
hvor Forsegsplanen er den samme som
i Fig. 2. Samtlige Forsegsled har en Par- 1 2 314 5

cel i hver Afdeling, og dette vil stadig
veere Tilfaeldet, naar Inddelingen fortsat
drejes '/« Omgang ret om (Numrene i
Fig. 5 viser Afdelingernes Udseende ved .
de 4 Gruppedannelser, idet Numrene 5 1 9 3 4
vendes opad), medens Forssgsplanen og
Afgrederne ligger fast. Der foretages de 3 4 5 1 9
samme Beregninger som fer, idet de 4
Inddelinger trader i Stedet for de to € N

forrige (Raekker og Sajler), og Beregningerne gentages med Benyt-
telse af selve Afgredetallene uden Eliminering af Gruppernes Varia-
tion:

4 5 1 2. 3

¥ IN

Nr.

Med Elimination Uden Elimination

Nre. 1.o.oooiaian. “A,==1566 1566
N R, A, = 246 1251
L A;=— 483 1633
P4 A, — 144 1517

Forsegsled........... A;= 330 330

Forsagsfejl .......... ag = 333 ?

Sum......oovieennn, 3102

Total Variation...... 3102 - 3102

Ved Eliminationsmetoden stemmer de sammenlagte Kvadratsum-
mer ligesom feor med den totale Variations Kvadralsum, derimod er
der ingen Overensstemmelse, naar Gruppernes Variation ikke bort-
skaffes efterhaanden. Forklaringen er felgende: I Eksempel 1 foregik
en Gruppedannelse paa den Maade, at der til hver Gruppe udtoges et
Element fra hver af de tidligere Grupper; et Forsegsled havde en
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Parcel i hver Raxkke og een i hver Sgjle. Men Summen af de Afvigel-
-ser, der skyldtes Rakkernes og Sajlernes Variation, var Nul, idet Plus
og Minus ophavede hinanden, og en Bortskaffelse af denne Variation
fik derfor ingen Indflydelse paa en Gruppes (et Forsagsleds) Gennem-
snitsveerdi. Det var ligegyldigt, om man beregnede Sejlernes eller For-
sogsleddenes Variation af de oprindelige eller af de korrigerede Af-
grodetal.

Ved de fortsatic Gruppedannelser efter Fig. 5 udtages derimod
ikke en Parcel fra hver af de forrige Afdelinger men et skiftende An-
tal Parceller fra et skiflende Antal Afdelinger, fordi Afdelingerne ved
de forskellige Gruppedannelser griber ind i hverandre paa forskellige
Maader. Plus og Minus vil derfor ikke ophaeve hinanden som for,
Kvadratsummerne bliver forskellige, efter som Gruppernes Variation
elimineres eller ikke?'), og i sidste Tilfelde vil de sammenlagte Kva-
dratsummer ikke stemme med den totale Variations Kvadratsum. Ud-
fores Eliminationen, stemmer Kvadratsummerne, men Forsegsfejlen
kan ikke beregnes af Kvadratsummen 333 efter den for anferte For-
mel, som netop hviler paa, at en Gruppes Gennemsnitsverdi ikke
paavirkes af de foretagne Eliminationer (Tidsskrift for Planteavl, 39.
Bind, Side 538). De vilkaarlige Gruppedannelser kan fortszttes meget
lezenge, inden ay bliver 0, medens Divisor bliver 0 allerede efter 6
Gruppedannelser.

Eksempel 3. Fig. 6 viser en Forsegsplan med 5 Forsegsled og
10 Fellesparceller. Et Forsegsled har to Parceller i hver Rzekke og

. een i hver Sejle. Lader
man Rakker, Sajler
og Forsegsled danne
Grupper ligesom i
4 5 1 2 3 4 5 1 92 3 Eksempel 1, vil der
) ved 2. Gruppedannelse
2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 udtages en Parcel af
hver Gruppe fra 1.
5 1.2 3 4 65 1 2 3 4 Gruppedannelse; tredje
Gang udtages to Par-
celler af hver Gruppe
fra 1. Gruppedannelse
og een Parcel af hver Gruppe fra 2. Gruppedannelse. Ogsaa her vil
Plus og Minus ophzve hinanden, fordi der udtages lige mange
Parceller af hver Gruppe for hver enkelt Grupperings Ved-
kommende?). Kvadratsummerne bliver ens med og uden Elimination,
og Forsogsfejlen kan beregnes efler Formlen:

Fig. 6.

) Dette gzlder dog ikke Forsegsleddenes Kvadratsum, der ikke paavirkes
af de udferte Eliminationer, da Plus og Minus dakker hinanden her.

%) Ved det femdelte Forssg (Eksempel 1) eller Forseg af samme Type
(kvadratiske Forseg) udtages een Parcel af hver Gruppe fra hver Gruppe-
dannelse, hvad der er ensbetydende med, at der ikke i en Gruppe kommer
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9 __ A
B i) = (par = (P D) = 1" (b)
hvor p;, p; 08 p; betyder Antallet af Raekker, Sejler og Forsegsled
{p. = p:. Formlen kan udvikles paa samme Maade som Formel a og
er — ligesom denne — i Overensstemmelse med Fishers Variatlions-
skema). .

Eksempel 4. Fig. 7 har 10 Forsaegsled og 5 Fellesparceller. Et
Forsegsled har en Parcel i hver Rakke men kun een i hveranden
Sajle, 1o og to Sajler maa derfor slaas sammen til en Afdeling (Gruppe),
for at denne kan inde-
holde ¢n Parcel af
hvert Forsegsled. Ved
2. Gruppedannelse ud-
tages to Parceller fra 5 617 819 101 2|38 1
hver af de forste Grup-
per (Razkker), tredje 9 10 1 2|13 41|15 6|7 8
Gang udtages en Par-
cel fra hver Gruppe 3 495 67 819 10,1 2
ved de to forrige Grup-
pedannelser. Ogsaa her
udiages lige mange
Parceller af hver Gruppe fra hver Gruppedannelse, og man faar de
samme Kvadratsummer, enien Grupperne elimineres eller ikke. For-
sogsfejlen kan dog ikke beregnes efter Formel b (hvor p, altsaa
maatte betyde Antallet af Afdelinger), fordi ensidige Variationer griber
forstyrrende ind. Forsegsled Nr. 1 ligger f. Eks. stadig i venstre Side
af Afdelingen, Nr. 2 i hojre Side, og dette vil — hvis der er en Skraa-
plansvariation til Stede — forege Fejlen paa Forspgsleddenes Afgreder,
medens Forskellen mellem Feallesparcellerne og den af a, beregnede
Middelfejl bliver forholdsvis lille. Kan den ensidige Variation afbildes
ved to modsat vendende Skraaplaner, vil — som paavist i tidligere
Arbejder — det modsatte veere Tilfxeldet.

R. A. Fisher fordeler som bekendt Parcellerne tiifeeldigt, dog med den
Begrznsning, at hvert Forsegsled — ved et Forseg som det sidst omtalte —
skal bave en Parcel i hver Rzkke (Lasngderaskke) og een i hver Afdeling
(Blok). Herved forvandles den ensidige Variation inden for Afdelingen til en
tilfeeldig Variation, og Forsegsfejlen kan beregnes, uden at den ensidige Va-
riation griber forstyrrende ind. En saadan Fordeling maa anses for bedre end
den i Fig. 7 viste (naar Forseget gores op ved en simpel Sammentelling af
Fallesparcellernes Afgrader — og man ser bort fra de praktiske Ulemper ved
Parcellernes uregelmzssige Beliggenhed), fordi Virkningen af den ensidige

Fig. 7.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

7 8 9 10} 1 2 3 4 5 6

to eller flere Parceller, der har varet sammen i en tidligere dannet Gruppe.
Ved det rektangulazre Forseg falder denne Begraensning bort, men Plus og
Minus skal — ligesom ved det kvadratiske Forseg — dwekke hinanden paa
den angivne Maade.
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Variation svaekkes ved den tilfeldige Fordeling af Parcellerne, men den maa
anses for ringere end Fordelingen i Fig. 7, hvis denne kombineres med en
Udjavning, der ophaver Virkningen af den ensidige Variation, da der kan
ventes et bedre Resultat af at fjeerne den ensidige Variation end af at for-
vandle den til en tilfzldig.

Ved Forseg af samme Type som det femdelte, hvor hvert Forsagsled
har en Parcel i hver Rekke og een i hver Sgjle, ligger Sagen anderledes. Her
er den tilfeeldige Fordeling i Almindelighed ringere end den systematiske,
fordi den sidstnavnte er den bedst mulige, idet den giver den storst mulige
Afstand mellem sammenborende Parceller (Fallesparceller). Her anvender
Fisher den tilfeldige Fordeling af Hensyn til Fejlberegningen.

Eksempel 5. I Fig. 8 er der 9 Forsegsled og 6 Fallesparceller.

Her gaar 1'/» Sejle paa hver Afdeling, og ved 2. Gruppering daanes
en Gruppe ved at udtage

Fig. 8. dels een, dels to Parceller

fra hver af de forste Grup-
per. Der udtages altsaa ikke
45 6l7!8 9l1]9 3 lige mange Pa'rceller. fra
hver Rzkke, Plus og Minus

8 9 1 ‘i 3 4 5 6 vil ikke ophzve hinanden,
Kvadratsummerne vil ikke

2 3 4 5 6 7 8 9 1 stemme overens ved de to
Beregningsmaader, og For-
5 6|7 ,8 9i1t2 3[4 mel b gelder derfor ikke.
Men den ensidige Variation
kan — ligesom i forrige
Eksempel — fjernes ved
en eller anden Udjsevningsmetode og Middelfejlen beregnes i Overens-
stemmelse med denne, eventuelt ved Hjxlp af en Tilnaarmelsesfofmel.

1 Fishers Variationsskema bruges — som tidligere omtalt — Betegnelsen
Frihedsgrader (degrees of freedom) om Divisorerne til de forskellige Kvadrat-
summer. Ved en almindelig simpel Fejlberegning med n Gentagelser er der
n 1 Frihedsgrader eller, som det ogsaa undertiden udtrykkes, Frihedsgraden

n-—-1

1 2 3 4 5 6 7 8 9

. Divisor til den Kvadratsum, der reprzsenterer Forsegsfejlen i Va-

er

riationsskemaet, udtages — som Differens — af de opstillede Frihedsgrader.
| en nylig udkommen Vejledning') gives felgende Forklaring af Begrebet Fri-
hedsgrad, der »has proved to he one of the most puzzling in Fishers workse,
idet der benyttes et Eksempel med 60 Observationsresultater, hvis Afvigelser
fra Middeltallet udregnes: »Of the 60 deviations thus derived. only 59 are
quite independent. This means that if the values of 59 deviations are chosen
arbitrarily, the sixtieth is fixed by the fact that the sum of the deviations
must be zero.« Af denne Definition kan man ikke — lige saa lidt som af
tidligere anferte — se, hvornaar Divisor i Middelfejlsformlen kan bestemmes

) »Calculation and Interpretation of Analysis of Variance and Cova-
riancec« af George W. Snedecor, Ames, lowa 1934.
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paa den naevnte simple Maade (som Differens) og hvornaar ikke. Det maa af-
gores ved en Underspgelse af den Maade, som Grupperne dannes paa. 1 alle
Tilfeelde geelder det, at Divisor findes gennem en Analyse af de Beregninger,
der har fort til den paagezldende Kvadratsum. Frihedsgraden kan da udtryk-
kes ved en Brek, hvor den fundne Divisor er Te=ller, og Elementernes Antal
er Nzevner, idet Frihedsgraden er den fri, synlige Del af Fejlkvadratsumnmen
(jvf. N. P. Johansens Redegarelse i Tidsskrift for Planteavl, 35. Bind, Side
657—658).

I et nyere Arbejde har J. O. Irwin') paavist, at de forskellige Kvadrat-
summer og respektive Middelfejlsveerdier i Fishers Variationsskema ikke er
rene Udtryk for de forskellige Variationer, da disse fremtraeeder i Kombina-
tion med Forsegsfejlen (eller de tilfeldige Afvigelser). Det samme fremgaar af
folgende Betragtning: Kaldes Raekkesummerne i Fig. 1 R og deres Gennem-
snitsvaerdi Rg, er, som allerede nzevnt paa Side 522,

- 2
r g=cr =B R
idet r er Antallet af Elementer i hiver Razkke. Ifolge Variationsskemaet har
man, naar der er p Rakker,
__(R==Ry?
Trip—1)

Taenker vi os nu, at Materialet er uden ensidige Afvigelser, og at Ele-
menterne kun er behwftet med tilfeldige Afvigelser, der alle herer til samme
Fejlsystem og folger den almindelige Fejllov, vil m vere den almindelige
Middelfejl paa Elementerne (jvf. Tidsskrift for Planteavl, 39. Bind, Side 538),
og kaldes Middelfejlen paa Rsekkesummerne M, er

[(R = Ry’]

M*=rm®eller M*=>"—" >,
p=+1

m2

Hvis nu Rakkerne yderligere behweftes med en selvstendig Varlation,
der er uafhazngig af den tilfzeldige og karakteriseres ved Middelfejlen M.,
har man: M2+ M 2= M ® eller M *=M,' <+ M,
hvor M, er Middelfejlen, der betegner Resekkernes (Rsekkesummernes)_totale
Variation og beregnes af denne paa ssedvanlig Maade, medens M = l/r m er
givet ved Formel a (eller b). i

Variationsbestemmelser paa Grundlag af saa faa Gentagelser (i Eks-
emplet 5) er dog meget usikre og af ringe Vardi, hvis de skal benyttes paa
anden Maade end som et Hjslpemiddel ved Bestemmelse af Forsegsfejlen.

) »Mathematical Theorems involved in the Analysis of Variance«. Jour-
nal of the Royal Statistical Society, 94. Bind, Side 284—300. London 1931.




