Udjavning af Forsegsresultater ved Hjzlp
af Differensdannelser.
Af N. P. Johansen.

Med den Udvikling, vort Forsegsvsesen er undergaaet, og med den
‘Finhed, der nu baade krzeves og prmesteres af vore Markforseg, er den tal-
massige Behandling af Forsegsresultaterne blevet en Sag af stadig voksende
Betydning. Samtidig med, at Markforsegenes Teknik udvikles til den sterst
mulige Fuldkommenhed, er det nedvendigt, at man bliver i Stand til at
uddrage de bedst mulige Talverdier af de tilvejebragte Forsegsresultater, og
Bestreebelserne maa da navnlig gaa ud paa at ophzve Virkningen af syste-
matiske Variationer i Forsegsmarkens Frugtbarhed og udskille de ensidige
Afvigelser, som saadanne Variationer heheefter Afgredetallene med, gennem
passende Udjevningsmetoder og samtidig gennemfere en Fejlberegning, der
kan give Oplysning om, hvor stor Sikkerhed man kan tillegge de fundne
Resultater. Anvendelse af den universelle Udjaevningsmetode, som kaldes de
mindste Kvadraters Metode, vil stede paa Vanskeligheder, fordi de ensidige
Variationer ofte vil veere af en meget sammensat Natur og krave betydelige
matematiske Forudsztninger ved Behandlingen. En tilfredsstillende Udjeev-
ning kan imidlertid gennemferes ved simple Fremgangsmaader, der ikke
krever swerlige matematiske Hjelpemidler, men den efterfslgende Fejlbereg-
ning bliver da af en mere sammensat Natur; den almindelige Fejlteori slaar
ikke til, og der maa udarbejdes specielle Formler — eksakte Formler eller
Tilnzrmelsesformler — til Beregning af Middelfejlen. Dette Problem er be-
handlet i efterfalgende Afhandling af Oberst N. P. Johansen, tidligere Chef
for Generalstabens topografiske Afdeling. Det foran staaende Arbejde, der
handler om Bestemmelse af Middelfejlen ved forskellige Parcelfordelinger,
var Udgangspunkt, men det ene Spergsmaal affadte det andet, og de blev
da behandlede i den Reekkefslge, hvori de fremstod. Denne naturlige Ud-
viklingsgang er bibeholdt i Afhandlingen, der er blevet til under jeevnlige
Konferencer mellem Forfatteren og undertegnede, idet jeg benyttede den
gunstige Lejlighed til at faa disse vanskelige Spergsmaal tagne under Be-
handling fra serlig kompetent Side. Den Udjsevning ved Hjelp af Differens-
dannelser, som jeg anvendte ved Behandlingen af det femdelte Forseg #
»Anleg og Opgerelse af Markforseg« (Tidsskrift for Planteavl, 31. Bind), er
fort videre, og en speciel Middelfejlsformel, der dakker de fortsatte Diffe-
rensdannelser, er fremstillet. Metodens sarlige Natur er klarlagt og den
tilherende Fejlberegnings Forhold til den almindelige Fejlteori belyst. Denne
Udjavningsmaade er vel ikke saa omfattende som de mindste Kvadraters
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Metode, men inden for sit begrensede Omraade gor den udmzerket Fyldest.
Med denne Metode som Grundlag kan man ved en rent elementzer Tal-
behandling uddrage saa gode Verdier af de fundne Forsegsresultater, at de
nzppe kan findes synderlig bedre ved mere indviklede Metoder, og gennem-
fore en efter Omstandighederne helt eller tilstraekkelig korrekt Fejlberegning.
Betydningen heraf er givet. R. K. Kristensen.

Ved de i Tidsskrift for Planteavl, 28. Bind, Side 122—127,
beskrevne Underspogelser gik vi ud fra, at der forelaa p for-
skellige Forsegsled, hvert med r Gentagelser, og der blev dan-
net Middeltal paa to Maader — med henholdsvis p og 1 Ele-
menter i hver Gruppe. Vil man foretage 3 Sammendragninger af
Observationsstgrrelserne (Forspgsresultaterne), maa man sette
p = (i det folgende betegnes dette Anlal med n), da der kun
under denne Forudseetning lader sig opstille Formler med al-
mindelig Gyldighed.

Det forudswmttes altsaa, at der foreligger n? Observationer,
omfattende n forskellige Sterrelser, der hver er observeret n
Gange (n Forsggsled med n Fellesparceller). De n® Observa-
tionsstorrelser er sammenstillede i nedenstaaende Tableau, hvor
Opstillingen antages at vare en saadan, at hvert Forsegsled
forekommer een Gang i hver Sgjle og een Gang i hver Rxkke.
Observationssterrelserne er behzftede med systematiske og
med tilfeldige Fejl, og den Behandling, Observationsmaterialet
underkastes, har til Formaal i sterst mulig Grad at udskille
de systematiske Fejl og at gere Rede for Gennemsnitsvirkningen
af de tilfeeldige Fejl.

01,1 02,1  cvuen © o 0p1 e Op,1
0,2 Oy, .. Op,a  veavn. On’ 9
0y,3 02,8 e Op,3 - On, 3
01, q O, g evennn Op,q  vroe-s On, q
O1,n Oz n  veevnn Op,n  ++rev On, n

Den Behandling, hvis Virkninger med Hensyn til Ophob-
ningen af de tilfeldige Fejl, vi her skal undersege, bestaar i
felgende Operationer:
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1. De i hver enkelt Sgjle staaende Observationssisrrelser
sammendrages til et Middeltal S, altsaa for den p. Sejle:

_0p 1+ 0524 ... F 0py
- 3

n

S

1

P

og dette Middeltal trekkes fra hvert enkelt af Sgjlens Ele-
menter. De herved dannede Differenser, a, hvis almindelige
Form er L Op 1 t0p ..l +0p,n

4p,q = Op, ¢~ " s (2)

skrives ned paa samme Maade og i samme Rxkkefolge som
Observationerne o, altsaa som nedenstaaende Tableau:

a, 1 Ag,7 ... Ap1 e 1
a2 A2, ... Ap 9 ... an, o
a3 Qg3 ... ap’ 3 e ee e Ay, 3
A1, q A, q e .ap_q ..... Qp, q
ay,n Agn e A n e : T

Til hver af Differenserne a kan legges en vilkaarlig valgt
Funktion af Observationerne, F(01 1, 01,2 .... 0g,n), (f. Eks.
Markens Gennemsnitsafgrede). Dennes Indvirkning paa Fejl-
dannelsen bliver dog af rent lokal Natur, thi ved fortsat Dan-
nelse af Middeltal og Differenser i Lighed med, hvad der er
sket ved Udformningen af Sterrelserne a, gaar Funktionen ud.
Da den saaledes bliver uden Indflydelse paa de folgende Be-
tragtninger, udelades den helt.

2. Dernest dannes Middeltal af de i hver enkelt Rekke
staaende Storrelser a, og dette Middeltal trsekkes fra hvert
enkelt af Reekkens Elementer. Herved fremkommer n® ny Diffe-
renser, b, der nedskrives i et Tableau ganske som Sterrelserne a.
Til hver af Differenserne b kan legges en vilkaarlig valgt Funk-
tion af Observationssterrelserne, (01,1, 01,2 . ... On, n), men da
denne ligesom den tidligere omtalte F(0y,1, 01,2 .... Og 4 kun
faar rent lokal Indflydelse paa Fejlstorrelserne, udelades den.

Den almindelige Form for en Differens b er
. ._al'q—{—ag_q—k....—{—an,q

P:q | I

b

n

eller, naar Verdierne for a i Henhold til Ligning 2 indsttes,
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hp,q:Op’q+op,1—l—op,2—l—. .. .+op‘n_:_01, g+ 05,q+. .. .—l—o,,,q_l_E)i], 3)
n n n
hvor [o] betegner Summen af samtlige Observationssterrelser.
En vilkaarlig valgt Observationssterrelse o, ¢ er sammen-

sat af 3 Elementer, nemlig

1. Sterrelsens sande Veerdi O som man vilde have faaet, hvis
der slet ingen Fejl var,

2. et Fejlelement J, o, hidrerende fra den systematiske Fejlindfly-
delse, og

3. en tilfxeldig Fejl &, .

P

Man har altsaa
Op,qzop,q+69.q+€p.q’ (4)
som indsat i Ligning 3 giver

. 0p,1+0p, ot .. -+ 0pn, OLg 05 q+-...+0n4 [O]I
()

by, q=0p,q+ ; T e

n n n
+6P’(I+6p,l+6p,2‘|;‘. . .+6p,n+31,q+62,qt. .. .+(5n_q+[n£2]
+6'p,q+ep,l+5p.2+l‘l. . +€p,n+€1,q+82,q+l;. . '+€n,q+%€_3_'

Hvis den systematiske Fejlkilde er en rent linesr Skraa-
plansvirkning, vil de Led i (5), der indeholder 4, tilsammen
veere lig Nul. Dette er formentlig umiddelbart indlysende, men
lader sig for svrigt meget let matematisk paavise ved Hjzelp af
Ligningen for den Flade, der reprasenterer Skraaplansvirk-
ningen. [ Virkeligheden folger de ensidigt virkende, systema-
tiske Fejl vel nok ikke en saa simpel Lov; men en fuldkom-
men Bortfjeernelse af ensidige Fejl i et Observationsmateriale
maa i Almindelighed betragtes som umulig. Paa et eller andet
Stadium af Regningen maa man indstille den videre Forfelg-
ning af dem og tage til Takke med den Tilnermelse, der alt
er naaet, idet tilbageveerende Rester da maa indgaa i de til-
feeldige Fejls Gruppe. Dette Stadium betragtes altsaa her som
naaet med Dannelsen af Differenserne b.

Ifolge Sagens Natur maa de Sterrelser O, der herer til et
og samme Forsegsled, veere lige store. Men heraf folger

0,4+ 0g g+ ...+ On,q:Op,l—l—Op,z—l-. . .—i—Op,n:@.

n n n?
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Herefter reduceres da -Ligning 5 til

L 0p1+0p ot ... 40,

=0, ¢

; (6)
_ep,1+€p,2+ ¢, +£p,n;€1,q+62,q+ LI +8n,q+[6]l

b

p,q

T eeq n n n¥

Hvis der ingen tilfeeldige Fejl ¢ var, vilde alle til samme
Forsegsled horende Sterrelser b veere lige store og hver lig
Forskellen mellem Forsegsresultatets sande Vaerdi og Middel-
tallet af de sande Veardier for samtlige Forsegsled. Tilstede-
‘veerelsen af Fejlene ¢ vil imidlertid medfere smaa Forskellig-
heder i Veerdierne for de til samme Forsegsled herende b, og
netop herved opstaar Muligheden for en talmeessig Vurdering
af de tilfzeldige Fejls Indflydelse paa de forskellige Sterrelser,
der kan komme i Betragtning. Sammenholder man derimod
2 Sterrelser b, stammende hver fra sit Forsegsled, saa vil
der mellem disse desuden vare en Forskel, som skyldes andre
Aarsager end Fejlvirkningen, og saadanne Stoerrelser maa der-
for ikke kombineres sammen, hvor det drejer sig om en ren
Undersogelse af Fejlene.

3. Udtages de til et enkelt Forsegsled herende Storrelser b
— der ifglge Forudsatningen er placerede med et Element i
hver Sgjle og hver Ra:kke i Tableauet over b’erne — og
sammendrages de til et Middeltal, og trekkes dette Middeltal
derneest fra hvert enkelt af Forsogsleddets b’er, saa fremkom-
mer n Differenser ¢. Gentages det samme med hvert af de
ovrige Forsegsled, faas i alt n? Sterrelser ¢c. For at fremstille
det almindelige Udtryk for en Differens ¢ vil vi forudsstte, at
Diagonalrzkken fra sverste vensire til nederste hojre Hjorne i
Tableauet over b’erne indeholder de til et enkelt Forsegsled
horende Sterrelser b. Denne specielle Placering valges her
alene for at kunne holde Rede paa Indices paa de i Betragt-
ning kommende Storrelser, thi i evrigt er den almindelige
Form for et ¢ ganske upaavirket al Elementernes Placering,
naar kun den almindelige Fordring om et Element i hver Sgojle
og hver Rekke er opfyldt. For Diagonalreekken har man

L byitbyat. ot ba,

C,p,—Db :
PP psp n
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eller, naar man heri indseetter Verdierne for b i Henhold til
Ligning 6,

o L 0uH 0t H 0,0 011+ Opt. . F0n (O]
Cp,p=0p,p = - +—=
n n n
+£p,p—:_€p‘1+€p,2+ ..... +£p,n-:_£1’p+€2’p+....+En,p @
n n
+51.1+€2.2"T‘---- +£n,n+2[ig.
n n
Heri er
O _01‘1+02,2+-~--+0n,n
PP n
og
OD.1+0p,2+-'--+0p,n_@
n ~ n%’

hvorfor de Led i (7), der indeholder O, tilsammen bliver lig
Nul. Man har derfor

o e e Ep1tEpaFe .. +épn ., EpT et ... —}—en‘pl
PP “PspP - n : n ‘ (8)
‘ P P Enin
_f1,1+ 2,9 T + _!_2[3"[
n n
Starrelserne c er altsaa rene Fejludtryk.
Ordnes hejre Side af Ligning 8 m. H. t. ¢, faas
3 2
Cp,p:(l :—;-‘-‘I‘ﬁ)&p'p
1 2 L
—:(_;+;§)(sp,,+ep_2+. N T e )
1 2 .
—(;:—?) (81,p+82,p+' . '+£(p+l),p+£(p+l),p+' . -+€n,p)
1 2
+(;+H§) (1t e0,0t o A&, @1t E+n, @+ - - -t én,n)
+% (61,2 dengt.... (n*--1+3(n=1)) Addender).

Betegnes Middelverdien af Kvadraterne af Sterrelserne c
ved {cc}, medens m?® er Middelveerdien af Kvadraterne af ¢,
saa faas nu af ovenstaaende Ligning

N 2 2 .
{cc} =m* [(1 + %—}—%) + 3 (n-+1) (%—%) +- (n®+1+3 (n:—l))%]
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eller efter Sammendragning af hejre Side

{cc}:—-j(n : l)nsn_ ) e, (9)

Middelvzerdien {cc} er her at forstaa som den Veerdi, man
vilde faa, hvis man af det foreliggende Observationsmateriale
kun beregnede en eneste Sterrelse ¢ — i evrigt ligegyldigt
hvilken —, gjorde dernsest det hele Dyrkningsforseg om igen
under samme Hovedbetingelser og beregnede den samme Stor-
relse ¢ af det ny Observationsmateriale, gjorde atter Forsoget
om en 3., 4. o. s. v. Gang, i alt uendelig mange Gange. De saa-
- ledes tilvejebragte uendelig mange indbyrdes nafhsengige Veer-
dier for ¢ kvadreres, leegges sammen og divideres med deres
Antal; Resultatet er da den sande Middelveerdi {cc}, og det er
den, der indgaar i (9). Men i Praksis er en saadan Frem-
gangsmaade selviglgelig udelukket. Her maa man nejes med
af det foreliggende ene Szt Observationsmateriale at fremstille
saa mange Veerdier af ¢ som muligt og saa benytte Middel-
tallet af deres Kvadrater som Udiryk for {cc}. I det forelig-
gende Tilfeelde maa vi altsaa sztte

(c?)
{CC} = DT,
som indsat i (9) giver
(€} (1) n+2) ,
=3 m
og deraf
m2 _ : [02]
T (n=-1) (n=2)

10

Sterrelserne ¢ maa ikke opfattes som Fejlene paa Sterrelserne b,
selv om Forskellen i Realiteten ikke er ret stor. Som det fremgaar
af en Sammenligning mellem Formlerne 6 og 8, er den rent teoretiske
Forbindelse mellem b og ¢ af mere sammensat Natur, hvilket hid-
rorer fra det Afhangighedsforhold, der allerede findes mellem Stor-
relserne b indbyrdes. Hvis man kunde betragte ¢ som varende Fej-
len paa b, vilde Middelfejlkvadratet m,® paa b veere udtrykt ved

2
mh2: [CJ .
n (n—1)
Nu er b afledet af a ved et Udtryk af Formen
_(m+Na,+a,a;+....5a,

b

n
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og a afledet af o paa tilsvarende Maade:

_(n=1o,+0,+0,%+....50,

n

Naar m, er Middelfejlen paa a, vilde man da have

n-=-1 n-+1
nll)2 - ma2 Og ma2 = m2,

og ved at kombinere disse 3 Udtryk med hverandre faas

n2

€], n ¢
m?=—= .
(n = 1)

Denne Formel er altsaa ikke matematisk berettiget, men de Veer-
dier, den giver, ligger dog meget nzr op ad dem, man faar ved Be-
nyttelsen af den teoretisk rigtige Formel 10. Forskellen, der udger

2n o2y betyder saa meget mindre, som Grundlaget for Fejlbereg-

- c2
ningen, nemlig Sterrelsen [ng], selv kun rummer ret ringe Nejagtig-

hed. Skulde szrlige Omstendigheder opfordre til at benytte Formlen
2__ [02} ( n [02]

2 ‘nx1 m=1) (n=2)

ikke rejses vaegtige Indvendinger derimod.

F
) i Stedet for m?—=

n kan der folgelig

Vi skal derneest undersege, om der kan fremstilles en
almengyldig Formel til Beregning af Middelfejlen paa de obser-
verede Storrelser o, naar man fortsztter med Sammendrag-
ningerne og Differensdannelserne i Grupper med n Elementer
i hver og saaledes, at to Elementer, der een Gang har veret i
Gruppe sammen, ikke kommer dette mere.

Vi vil betegne de i forrige Afsnit omhandlede Starrelser a
som Differenserne af 1. Orden, b som Differenserne af 2. Orden,

¢ som Differenserne af 3. Orden. Differenser af 4., 5. .. .. s.

Orden vil blive betegnet ved henholdsvis d,, d, . ... ds.
En Differens er almindeligvis sammensat af 3 Bestanddele:
d=£(0)+ ¢ (0) + ¥ (e), (11)

af hvilke den ene afhanger alene af de sande Veerdier O af
Observationerne, den anden af de ensidige Fejl J og den tredje
af de tilfeeldige Fejl ¢ paa Observationerne. Ved de folgende
Undersogelser er det kun det sidste Led, y (¢), der har Inter-
esse. Vi vil betegne dette Led for Differenserne af 1. Orden med
v,, for Differenserne af 2. Orden med v, og saaledes videre,
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for Differenserne af s. Orden med v, eéventuelt med Tilfejelse
af et Indeks, f. Eks. vs 4, til at betegne det paagezldende
Elements Plads i Tableauet.

Den almindelige Form for v, afledes umiddelbart af (2)
ved i denne at satte 0=0 -} ¢, og for v, og v, er den
givet ved de sidste Led i (5) og (7). Af Hensyn til Overskue-
ligheden af de efterfolgende Beregninger vil det dog veere enske-
ligt at anvende en forkortet Skrivemaade. Ser vi saaledes paa
det i (7) indeholdte Udtryk for v,, saa vil det ses, at heri
indgaar de 3 Sterrelser
&1 tep ot o TEpn & p et ot Enp 1T G2 e n

’
n n n

Teellerne i disse Udtryk er Summerne af Fejlene ¢ for de
Grupper, hvori det betragtede Element efterhaanden er ind-
gaaet. Teelleren i det forste Udiryk er saaledes Fejlsummen
for den Gruppe, der ferte til Dannelsen af Differensen af 1.
Orden aj , — beliggende i Diagonalen —, Talleren i det naeste
Udtryk Fejlsummen for den Gruppe, der forte til Differensen
af 2, Orden by , og saaledes videre. Vi vil betegne disse Tel-
lere for et Element, beliggende i den p. Sejle og . Rekke, ved

henholdsvis pq
E & E € e E L
1 2 ' s

Herefter kan da de almindelige Udtryk for v , v, og v,

skrives saaledes: pq
Z f
1

] 3
Vi, pq—Efpq - —{—2~§.

Vi, pqg = ¥&pq ™

Vi, pq = &pgq

Disse Udtryk kan sammenfattes i den almindelige Formel

Pq P4
Ee Es

]_' 2'_ —
- s

+ (s—:1)[—63. (12)
n

Ve, pg=¢€pq—=
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Vi skal nu vise, at Formel 12 ikke alene geelder for s =1,
2 eller 3, men er almengyldig, gzldende for enhver Verdi af s.
Beviset vil blive fort som Induktionsbevis, nemlig ved at paa-
vise, at hvis Formlen galder for een Verdi af s, geelder den
ogsaa for den paafelgende.

Storrelserne v er de absolutte Fejl paa Differenserne d
Det naeste St Differenser ds ;4 dannes af ds efter den alminde-
lige Formel

d dy,an+ ds,ca+ .... +dspg+ .-.. (n Addender),

n

s+l pq =05, pq &

og folgelig maa de paa dy.y hvilende absolutte Féjl v, ; have

Formen
. Vs,ab T Vs,ca +eer T Vo, pgt o v (n Addender).

Vs+1,pq = Vs,pqg ~ n

Det sidste Led i disse to Udtryk er Gruppemiddeltallet
for den Gruppe af Ordenen s - 1, hvori Elementet med Indeks
pq indgaar. Ved at sammenholde med (12) vil man se, at
dette Gruppemiddeltal for Fejlligningens Vedkommende bliver

Pq P4
Py >
[e] [e] G, Le]
n

i — T sl ) =t
Gruppemiddeltal = o S8 +(s 1) Y
thi ved Dannelsen af Gruppemiddeltallet maa det forste Led
Pa
&
s+1

i (12) give
Pd
pX

holder 2 eller flere Led, der tidligere har veeret sammen i en

, og hvert af de fslgende Led af Formen

maa i Betragtning af, at den ny Gruppe ikke inde-

Gruppe, give [i], ; endelig bliver det sidste Led i (12) uforandret

ved Middeltalsdannelsen. Indseetter man nu i Ligningen for
Vs41, pq den fundne Veardi for Gruppemiddeltallet og det ved
(12) givne Udtryk for v, 4, faar man

pPq pq pq .
2 2 X
1 2 L 5[8]

s+1
Vs41 =Ep gt - = Fs—
st+l,pq pa n n?
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Men denne Ligning er sammenfaldende med (12), naar
man i denne forhajer s med en Enhed. Hvis derfor (12) er
gyldig for een Verdi af s, er den altsaa ogsaa gyldig for s + 1.
Nu g=lder Ligningen for s=23, og ifelge Beviset maa den saa
ogsaa gewelder for s=4; men gelder den for s =4, maa den
ogsaa gelde for s=5 o.s.v., Ligningen er altsaa almengyldig.

Efter at vy er fremstillet som Funktion af de uafhzngige
Fejl ¢, volder det ingen Vanskeligheder at udvikle en Formel til
Beregning af Middelfejlen m paa Grundlag af Fejlsterrelserne v;.
I Ligning 12 indgaar Fejlelementet ,, ikke alene i det forste
Led, men tillige een Gang i hvert af de felgende Led. Tages &pq
ud af disse, bliver der tilbage i hver af Sterrelserne

Pqd
Zsi alt n—+1 Elementer ¢ der alle er forskellige. Men
samtlige disse Elementer indgaar tillige hver een Gang i [e].
Tages ogsaa disse Elementer ud af [¢], bliver der tilbage i
denne n®-=-1--s (n—+1) Elementer &, der alle er forskellige.
Ordnet efter ¢ vil (12) derfor faa folgende Udseende:

s s+ 1 s—=1
v, pq=(l+;+7 qu+(;+?) (6ap+Eca+t- - .s(n=-1) Addender)
s—=1
-+ o (€h1 +gu+ . ... (0P+1=5 (0+1)) Addender).
Nu er »

1—:_i+s+g1=(n+l) (ng:—(s—:l))’
n n n
1__'s:—1_n+(s—:—1)
n  n® n? ’

n=1+sm+1)=m=1 (n+(s=+1),
som indsat i den ovenstaaende ordnede Fejlligning giver:

&(E:(Sﬂ Epq %SZ_-I) (gap+ €cat. . .+ s (n1) Addender)
-1
+ Sng (emt et ..o (a-1) (n-+(s+-1)) Addender). (13)

Vs, pg™—

Ved herfra at gaa over til de kvadratiske Middelveerdier
faas i Henhold til den almindelige Fejlteori:
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- (g 2 = (s—=1)\ 2 o > 142
{vsvs}zmg[((n—'l(gg'—ﬁi—l))) +s(n+1)($) +(n—'.—1)(n+(s+1))(sn—'.al) ]
—m? M—?}fML»((n+1) (n+(s1)+ s(n+ (1) + (5+1)%)
g (n=-1) (n-+-(s=1))

n2

—_—m

vsvs} er Middelveerdien af v taget i samme Betydning
som tidligere {cc} i Slutningen af forrige Afsnit. I Praksis

2
maa den erstattes med [v‘;]. Man faar altsaa
n

e a0 (n(s=1)
hvoraf

m" =, (14)

Jo sterre s bliver, desto mindre bliver Divisoren til [v?] i
Middelfejlsformlen, men samtidig bliver ogsaa Fejlreprasentan-
terne vy mindre, hvad man let ser ved et Blik paa den ord-
nede Fejlligning (13). For s=n -~ 1 bliver alle Fejlstarrelser
vs hver iser lig Nul, og samtidig bliver ogsaa Divisoren til
[vs'] lig Nul. Middelfejlen fremtrzeder da under Formen

er altsaa ubestemt. At Fejlrepreesentanterne bliver mindre for
voksende Verdier af s, vil sige, at de fortsatte Differensdan-
nelser efterhaanden borteliminerer storre og storre Dele af de
paa Observationerne indgaaede Fejl. Dette maa naturnadven-
digt bevirke en Nedswmttelse i Nojagtigheden af Middelfejls-
beregningen, hviket finder sit seerlig steerke Udtryk deri, at
Middelfejlen bliver fuldkommen ubestemt for s =n - 1.

Den Faktor, %‘j&, hvormed ¢, ; er multipliceret i den
ordnede Fejlligning, kan betegnes som »Frihedsgraden« for Fejlreprae-
sentanten v, ,,; den angiver den Brekdel af en Observations sande
Fejl &, der indgaar i eller er reprasenteret ved den af Beregningen
fremgaaede Fejlstorrelse v. Frihedsgradsbegrebet spiller i avrigt ikke
nogen sterre Rolle i Fejlteorien; det er nemlig kun i nogle faa og
seerlig simple Tilfeelde, at Frihedsgraden traeder klart frem og har
samme Veerdi for alle Fejlstorrelser v. Dette finder saaledes Sted ved
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simpel Middeltalsdannelse af r lige nejagtige Observationer, i hvilket
-1

Tilfeelde Frihedsgraden er r%; endvidere ved gruppevis — ogsaa
r

gentagen gruppevis — Sammendragning af n? lige nejagtige Observa-
tioner med n i hver Gruppe, hvor Frihedsgraden da — ifelge det

(n—+1} (n-+(s+1))
o®

foregaaende — bliver . I begge disse Tilfeelde er Tel-

Ieren i Frihedsgraden lig Divisoren til [v?] i Middelfejlsformlen, hvad -
der er en naturlig Felge af Arten af de Beregninger, hvorved Sam-
mendragningen sker. Men naar Forholdene bliver mere sammensatte,
treeder Frihedsgraden mere tilbage. Blot man saaledes gaar over til
det almindelige Tilfeelde at danne Middeltal efter Vaegt — altsaa af
Observationer, der ikke er lige ngjagtige —, faar Frihedsgraden for-
skellige Verdier for de forskellige v og har ikke mere nogen simpel
Tilknytning til Middelfejlsformlen. Frihedsgraden kan ogsaa defineres
ud fra den Tilslering af Fejlrepraesentantens Uafhangighed, der ligger
i Tilstedeverelsen af de ovrige Fejlelementer s i Fejlligningen, men
Resultatet bliver det samme.

Middelfejlsformlen (14) er gyldig for alle Veerdier af s og
kan saaledes ogsaa anvendes paa Fejlstorrelserne v, og v,,
men den er dog mindre godt tilpasset til netop disse 2 Fejl-
grupper, der i Vesen og Natur er grundforskellige fra Fejl-
storrelserne af de efterfolgende Ordener, v,, v, ... .. , 0g derfor
ogsaa har en helt anden fejlteoretisk Anvendelighed end disse.
Vi skal udrede dette noget nzermere.

En Reekke Observationer o,, o, . ... o, kaldes »uafhezen-
gige« eller »indbyrdes fri«, naar Sterrelsen af Fejlen paa een
af dem ikke gver nogen som helst Indflydelse paa Fejlene paa
de ovrige, saa der altsaa intet er til Hinder for, at Fejlen paa
f. Eks. o, kan antage en hvilken som helst Verdi inden for de
symmetrisk beliggende Grenseverdier, som Fejlen ifaige For-
holdenes Natur ikke kan overskride, samtidig med at Fejlene
paa hver af de andre antager en hvilken som helst af de for
dem mulige Verdier. De Fejl, der tenkes paa ved denne
Definition, er selve de absolutte Fejl ¢. Disse er imidlertid al-
tid rent teoretiske Storrelser, som aldrig kan fremstilles i
Praksis. Derimod kan man ved passende valgte Regnemetoder
fremskaffe Reprzesentanter for dem, v — de saakaldte sand-
synlige Fejl —, der er mere eller mindre sammensatte Funk-
tioner af & og som derfor ikke har den samme indbyrdes
Uafhesengighed som selve Grundsterrelserne &. Men dette For-
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hold tager Fejlteorien selvfolgelig streengt Hensyn til. Det er
Observationer af ovennsevnte Art og deres Fejlrepraesentanter,
den almindelige Fejlteori tager Sigte paa, og man kan derfor
uden Forbehold anvende alle Fejlteoriens Formler og Grund-
seetninger paa dem.

Danner man Funktioner af de ovennsvnte Observationer,
f. Eks. — rent vilkaarligt valgt —

:017L202+3o3 B:O“'OE'
6 ’ 04

A

>

saa er A og B ogsaa Observationssterrelser, efter som de er

tilvejebragte ved Observationer, og de er uwafheengige indbyr-

des, thi de indeholder ingen fwlles Led og har derfor heller
ingen feelles Fejlandele.

Danner man derimod Funktioner, der indeholder felles

Elementer, f. Eks.

C:01+202+303 D:03'04

6 ’ 0,

3

saa er C og D ogsaa Observationsstorrelser, men de er ikke
indbyrdes uafhzengige, thi Fejlene paa C og D har nu felles
Andele, der beraver dem noget af den relative fri Bevaegelighed.

Virkningen af et Afhzngighedsforhold — eller, om man
vil, Slegtskab — mellem Observationsstarrelser er fejlteoretisk
set meget stor. I Modsa®ining til de nafhengige Observationer,
hvis Fejl staar fuldkommmen frit over for hverandre, er de
afhzengige Storrelser og deres Fejl bundne til hverandre, og
Baandet mellem dem afhsenger ganske af Arten og Omfanget
af Slegtskabet, der under vekslende Omstaendigheder naturlig-
vis kan varieres i det uendelige. Saadanne Observationsster-
relser og deres Fejl er blottede for Individualitet; de mangler
det Seerpreg, som Uafhaengigheden giver de fri Observationer,
og som netop er den Hovedegenskab, Fejlteorien er bygget
op paa. De afh®ngige Observationsstorrelser og deres Fejl-
repraesentanter staar uden for den almindelige Fejlteoris Grund,
og man ter i-intet Tilfeelde anvende de almindelige Fejlformler
paa dem. De ovenfor omhandlede Fejlrepreesentanter vq er af-
ledede af Differenserne ds.4, thi de er fremgaaede som Resultat
af Beregninger alene med disse Sterrelser. De er de absolutte
Fejl paa ds, hvad der kun har teoretisk Betydning, men hvis
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d;.; er indbyrdes fri Observationsstarrelser, saa er v; desuden
de sandsynlige Fejl paa d,.; og kan behandles i Overens-
stemmelse dermed efter den almindelige Fejlteori. Er derimod
ds.; indbyrdes afheengige Sterrelser, vedbliver v, at vaere de
teoretiske, absolutte Fejl paa d;, men er ikke mere de sand-
synlige Fejl paa dg.,; deres Forhold til de Sterrelser, hvoraf
de er afledede, er nu af en mere sammensat Natur, der helt
retter sig efter Arten og Omfanget af det indbyrdes Afhzengig-
hedsforhold mellem disse. Denne Mangel paa faste Egenskaber
ved Fejlrepreesentanter, afledede af afhsengige Observations-
storrelser, gor det umuligt at opstille faste, aimengyldige Regler
for deres Behandling. Tvinges man af Omstendighederne til
at anstille fejlteoretiske Undersegelser paa Grundlag af Fejl-
repreesentanter, der er afledede af afhsengige Observationsstor-
relser, maa dette ske ved en detailleret Analyse, i hvilken man
neje folger Fejlenes Forhold og Adfzerd paa alle Stadier fra
Begyndelsen til Enden. Analysen maa som Regel indledes
med, at man fremstiller de afhaengige Fejlstorrelser som Funk-
tioner af de absolutte Fejl ¢ paa Observationerne.

Vi skal derefter vende tilbage til Specialundersegelsen af
de enkelte Fejlgrupper.

Fejlstorrelserne v,, v, .. .. indgaar som Led i Differen-
serne og som Regel blandet sammen med andre Bestanddele,
som man ikke kan skille dem ud fra. Man kan derfor kun
beregne talmassige Verdier for Fejlstorrelserne i de Tilfelde,
hvor de i Ligning 11 ved f{O) og ¢(d) betegnede Bestanddele
er Nul for samtlige Differenser af een og samme Orden, thi i -

vsaa.Fald reduceres den enkelte Differens af denne Orden til

d:w(e):v

og er altsaa sammenfaldende med Fejlrepresentanten. Naar
f(O) og ¢(d) er Nul for alle Differenser af een og samme
Orden, vil det samme finde Sted for Differenserne af alle hajere
Ordener. Der er saaledes iniet til Hinder for, at man kan
beregne flere Sat Fejlstorrelser, men man ber altid bruge
det Swzt, der er af laveste Orden, thi, som tidligere omtalt,
bliver v mindre, jo hejere Ordenen er, og dermed ogsaa min-
dre egnet til Fejlberegninger. Hvor i Ordensreekken, man ferste
Gang vil finde Mulighed for en talmaessig Beregning af Fejl-
storrelser, beror ganske paa de foreliggende Omstendigheder.
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Er saaledes alle Observationer Gentagelsesverdier for den
samme Sterrelse, og der ikke findes systematiske Fejl, som
skal bortelimineres, vil allerede Fejlgruppen v, afgive talmses-
sige Fejlverdier, medens det under mere sammensatie Forhold
forst vil falde paa et senere Stadium.

Naar en Fejlgruppe lader sig beregne i talmzssig Form,
maa den altsaa i Henhold til ovenstaaende vzere sammenfal-
dende med Differenserne af samme Orden, og felgelig er dens
enkelte Elementer afledet direkte af Differenserne af narmeste
lavere Orden ved en Ligning af Formen

. R d’+]’ ﬂb+ ds+]’ cd + ..... + ds+1' Pq+ co..(n Addendel‘)
Vs, pg=ds+1, pg -
n

Fejlgruppen v, er altsaa som talmeessigt Verdisaet afledet
umiddelbart af Observationerne, og Afledningsligningen er her

Op 1 Op st v e .. + 0p.n

Vi,pg— Opq~

Ifolge Sagens Natur er Observationerne indbyrdes frie
Storrelser, og Fejlgruppen v, er altsaa de sandsynlige Fejl
paa disse.

-Paa tilsvarende Maade afledes Fejlgruppen v,, naar denne
lader sig beregne i talmoessig Form, af Differenserne a, og
Afledningsligningen er her

En Differens a er en sammensat Observationsstorrelse,
dannet ved en Kombination af alle de i den paagwldende
lodrette Sejle opferte Observationer. Men de i ovenstaaende
Ligning for v, indgaaede Sterrelser a danner tilsammen en
enkelt vandret Raekke i Tableauet, har altsaa kun et enkelt
a-Element fra hver Sgjle og indeholder folgelig ingen fwlles
Observations-Elementer. De er derfor indbyrdes frie Observa-
tionssterrelser, og v, er deres sandsynlige Fejl.

Begge Fejlgrupperne v, og v, er altsaa sandsynlige Fejl
paa indbyrdes frie Observationsstorrelser og ligger derfor helt
paa den almindelige Fejlteoris Grund. Anderledes er det med
v,. Naar Betingelserne er til Stede for denne Fejlgruppes Be-
regning, afledes den af Differencerne b ved en Afledningsligning

43
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af samme Art som de foregaaende. Men som det fremgaar
.al ngmng 3, indeholder alle Sterrelser b det felles Led [o J, de

er altsaa afhzngige Observationssterrelser, og v, er som Felge
deraf ikke deres sandsynlige Fejl. Differenserne b og de af
dem afledede Fejlrepraesentanter v, ligger derfor uden for den
almindelige Fejlteoris Grund, og det samme geelder i forsterket
Grad Differenser og Fejlstorrelser af aIle hﬂ]ere Ordener.

Havde alle Differenser af samtlige Ordener veeret 1ndbyrdes fne,
kunde man have afledet Middelfejlsformlen direkte ud fra de alminde-
lige fejlteoretiske Grundsztninger. I saa Fald vilde nemlig v, have
viret de sandsynlige Fejl paa Differenserne dy«; (jvf. Side 652}, og felge-
lig vilde Middelfejlen m,., paa d,y, fremgaa af B

m — [v,’] .
n(n--1)

Betegnes almindeligt Middelfejlen paa en Differens d, med m,, saa
vilde man som Fglge af den Maade, hvorpaa det ene Szt Differenser
afledes af det foregaaende, og stadig under Forudseetning af Uafheaen-
gighed for alle Differenserne desuden have

, _ n=1 n+-1_,
Mg = ms_.2, nls_.2 = Meag oot v s e e oo
n-+-1 1
..................... mZ2=-"-"—mz2 m?2=-——"m
n
Elimineres dernzest m;, m,..... mg., af de ovenstaaende s Lig-

ninger, faas

g MTlys+1 [vs%)
= () "~ n(n-1)
hvoraf ’

m=2 (). s

Den indbyrdes Uafhsengighed, der betinger Formel 15, er til
Stede ved v, og v,, Med disse to Fejlgrupper kan man derfor efter
Forgoedtbefindende beregne Middelfejlen ved. (14) eller (15), selvfolge-
lig med samme Resultat. Med v, herer derimod Gyldigheden af (15)
op, da vi nu har at gere med afhzengige Storrelser. For denne og
fﬁ]gende Fejlgrupper er man derfor henvist alene til (14).

Formel 15 er bygget op og udformet alene ud fra Uafhaenglgheds-
egenskaben, som derfor helt preeger den. Den er herigennem i Kon-
takt -med Fejlstarrelserne selv og er af denne Grund Formel 14
overlegen. Formel 14 bazrer derimod intet som helst Preeg af selve
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Fejlstorrelserne, hvad der for evrigt har sin naturlige Grund i, at den
tager Sigte paa afheengige Fejlrepreesentanter, der selv intet Seerpreeg
har. Formlen er udformet alene ud fra de rent mekaniske Regne-
operationer, Materialet har varet underkastet, og har derfor sit Szr-
preeg fra disse. At den strzekker sit Gyldighedsomraade ikke alene
over de afheengige Fejlgrupper, men ogsaa over de to uafhzengige,
v, og v, er en naturlig Felge af, at v, og v, har varet underkastet
ganske de samme Regninger som de avrige.

Det er let at se, at den ensidige Fejl er fuldstendig ud-
lignet ved den almindelige Opgorelse af Forseget — altsaa i
Middeltallet af Afgroderne fra hvert Forsegsleds Fellesparceller
— og bortelimineret i 2. Ordens Differenserne b, naar Ensidig-
heden ytrer sig som en ren Skraaplansvirkning; men i Virke-
ligheden rzkker Udlignings- henholdsvis Eliminationsevnen af
Forsegsopgoret og af de to forste St Diflferenser meget videre,
hvad nermere skal blive paavist nedenfor (ved denne Paa-
visning bliver det nedvendigt at ty til specielle matematiske
Hj=lpemidler, som ikke har veeret anvendte i det foregaaende).

Vi legger et retvinklet 3-akset Koordinatsystem ned over
Forsegsmarken, med Begyndelsespunktet f. Eks. i nederste, ven-
stre Hjerne, med x-Aksen parallel med de vandrette Raekker,
y-Aksen parallel med Sejlerne og en J-Akse vinkelret paa
xy-Planen. Den ensidige Fejl ¢ i et vilkaarligt Punkt (x, y) af
Marken kan da, uanset hvilken Lov Fejlen end falger, frem-
stilles ved en Ligning af Formen

0=Fx,

Betingelsen for, at d kan udlignes fuldstendig i Opge-
relsen og elimineres af Differenserne b, er, at F(x, y) ikke inde-
holder noget Led af Formen x'y!. Naar denne Betingelse er
opfyldt, kan Ligningen for ¢ skrives under Formen

0=1f 41,0, (16)

hvor f, og f, er vilkaarlige Funktioner, og vi skal nu se,
hvorledes d under Forudsetning af den saaledes formede For-
delingslov virker ind paa Forsggsopgeret og paa Differenserne
af 2. Orden, b.
Den ensidige Fejls Indvirkning paa Middeltallet af et For-
sogsleds Fellesparceller er
__OabJed . . . (n Addender)

D )
n
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hvis Teller indeholder et d-Element fra hver- Sejle og hver
Rexekke. Beregnet af Ligning 16 vil Veerdien af D derfor blive,
naar g betegner Forsegsmarkens Udstraekning i Retning ad
x-Aksen og h dens Udstraekning i Retning ad y-Aksen,

g h
Sfl(x)dx sz(y) dy
0

_ _[o]
D= g + h ~ n?

Opgorsresultatet for hvert enkelt Forsogsled er aitsaa paa-
virket af den ensidige Fejl med ganske samme Verdi som
den, der hviler paa hele Markens Gennemsnitsafgrede, og heri
bestaar jo netop Udligningen. Hvilken Veaerdi man i evrigt

vil tillegge I, er fuldkommen vilkaarligt, thi ingen kan med

Bestemthed sige, hvor meget den ensidige Fejlaarsag har ind-
virket paa Markens Totalafgrede eller Gennemsnitsafgrede. For
Udnyttelsen af Forseget er dette ogsaa ligegyldigt, da det her
vaesentlig drejer sig om at opnaa rigtige relative Vurderinger.
Formentlig vil man i Praksis almindeligvis seette % =0.

Den ensidige Fejl paa en Differens b,y er ifelge (5)

By Ot Ot +0un  SuqtOuat.. . +9
—Vpq - B

n n

mat 5.

n

Beregnet af (16) er

|3 h
oq—

pE
n o n n
Opq=— Sf1 (x) dx - — Sf2<y) dy
(-5 (@n-
h
£ Sf wdy
- L. 2
6p'l+6p,2+...-+(sp,n:£Sf1(x)dx _|_ 0
n : g p-nL£ h
g
' Sflm dx q-
61,q+62,q+-'--+6n,p o 0
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Naar disse Udtryk indszettes i Ligningen for E, reduceres
denne til
E=0.

I Differenserne b er den ved (16) definerede ensidige Fejl
altsaa elimineret. ,

Vi skal forsege at illustrere disse Forhold ved et Eks-
empel, hvortil velges den 1 nedenstaaende Tegning fremstillede
4-delte Forsggsmark. De paaferte Koordinater svarer til Par-
cellernes Midtpunkter. Antages hver Parcel at vaere et Kvadrat
med Side = 2, bliver Talverdierne for Koordinaterne

X1:3’1:1 x3:73=5
=y, =3 Xy=y, =7
y
a r
X1Y4 X2¥y X3Y¥y4 XYy
c s
X1¥s3 X2¥3 X3¥3 X.¥3
p b
X1Ys Xo¥o X3¥s X Y2
q d
X1¥, XYy X3Yy XX
A . X

Den ensidige Fejl paa en Parcel antages alt veere lig den
Verdi, 0 har i Parcellens Midtpunkt, og Fordelingsloven for ¢
forudssettes at vaere (16), altsaa

=10+ f,m.

Lad a, b, ¢ og d vere Fazllesparcellerne for et Forsagsled.
De ensidige Fejl paa disse Parceller er da:



=2
[=2]

6

paa a: 4 £, + £,00

» br = f ) 4 f,0
» C: (50“: £ 4 f,00
» dr dg= f,(x) + 0

hvis Middelvaerdi D, bliver

_ fl(Xl) + fl (x2) -} fl(xa) -+ fl(xq) + fz (yy) =+ fZ(YS) -+ fz(ys) + fg(Yd).

D
1 4 4

Et andet Forsegsled har Fellesparcellerne p, q, r og s,
hvis ensidige Fejl er:

paa p: £ &) 4 f,00
»oqr fima - £,
»orr e £y
»ost fiao -+ fLom

hvis Middelvaerdi D, bliver

_ £+ (0 - F (xa) - £ (x0) + oy + Ty + £ 000 £ fz(yo.

D
2 4 4

- Endelig bliver den ensidige Fejl paa Gennemsnitsafgraden
af Marken

4
D= E (fl(xl) + fl(xa) + fl(xs) '+' fl(Xx;) + fz();ﬂ + fz(Y2) + fZ(YS) '—‘— f2(§'4))

Det ses, at D,, D, og D er lige store; Udligningen er
altsaa fuldstendig, og dette Resultat er naaet, uden at det har
veeret nedvendigt at forudsazette noget som helst om Formerne
af Funktionerne f, og f,. Disse kan derfor vare vilkaarlige.

Anderledes vilde Forholdene vaere, hvis Fordelingsloven
foruden f, og f, tillige indeholdt et Led, hvori x og y ind-
treeder kombineret med hinanden, f. Eks.

=1+ xy + £,

Leddene f, (x} og f,(y) vil selvfolgelig her virke ganske
som ovenfor og gensidig udligne hinanden, men nu kommer
det ny Led xy til, og vi skal da specielt undersoge dettes
Virkninger. ,

Paa de betragtede to Forsegsleds Parceller bliver Virkningen
af Leddet xy, naar Koordinaternes Talveerdier indsettes:
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paaa: x;y,= 7 paa p: x,y,= 3
» b X,y,— 9 » Qi X,y = 3
» €I Xg¥y,—25 » T xX,y,—35
» di o x,y,= 7 » 81 X,y,—=3b
Sum: 48 76 .
Middeltal: 12 : 19

og paa hele Markens Gennemsnitsafgrede bliver Virkningen 16.
Den fra Leddet xy hidrerende Andel af den ensidige Fejl faar
altsaa forskellige Veerdier for de forskellige Forsegsled. Den
fuldsteendige Udligning i Opgerelsen er derfor betinget af, at
Led af Formen x'y!, eller mere almindeligt fixy), ikke indgaar
i Fordelingsloven.

Betragter man dernsest Differenserne og atter forudsetter
Fordelingsloven at vere d =f,(x)+f,(y), saa ses det, at hvis
man benytter Sgjlerne som Grupper for Differenserne af 1. Or-
den, bortelimineres straks de for Parcellerne i den enkelte Sgjle
feelles Led f,(x). Tilbage bliver da som ensidig Fejl paa Differen-
serne af 1. Orden en Funktion af y, der f. Eks. for den aver-
ste Parcel i 2. Sejle bliver f,(y,) ~ 1 (f,(y )+ Fatyo) + fatys) + faty o)-
Men det ses let, at disse Funktioner bliver ens for alle Par-
celler i en og samme vandret Rekke og derfor vil udgaa ved
Dannelsen af Differenserne af 2. Orden. Disse er altsaa ganske
frigjorte for ensidige Fejl, naar denne felger den forudsatte
Fordelingslov.

Indeholder Fordelingsloven derimod Led, hvori x og y
opireeder kombineret med hinanden, vil dette ligesom ved
Forsegsopgerelsen indfere Uligheder, der bevirker, at 2. Or-
dens Differenserne ikke bliver helt frigjorte for ensidige Fejl.
Er det omhandlede Led xy, vil der paa 2. Ordens Differenserne
hvxle de i nedenstaaende Oversigt opforte en31d1ge Fejlrester

=9 +3 +3 +9
+3 1 +1 +3
4-3 +1 1 =3
49 +3 +3 =9

Ligning (16) fremstiller geometrisk en Flade, dannet ved
en Kombination af to Cylinderflader'), hvoraf den ene har sine

) !) Ved en Cylinderflade forstaas her en Flade, der beskrives af en ret
Linie — Frembringeren — som bevaeger sig saaledes, at den stadig er parallel
med en fast Udgangsstilling. Ved Cylinderfladens Ledelinie forstaar man
Skeringskurven mellem Cylinderfladen og en vilkaarlig valgt plan Flade.
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Frembringere parallelle med x-Aksen, den anden med y-Aksen,
og hvis Ledelinier i henholdsvis yd-Planen og xd-Planen er
vilkaarlige Kurver. En saadan Flade er meget bgjelig; den
kan variere lige fra en Plan i en hvilken som helst Stilling
— d. e. Skraaplanen — til en Flade med tallgse storre og min-
dre Toppe og Fordybninger, om end med en vis Regelbundet-
hed. Det maa derfor anses for utvivlsomt, at (16) betegner en
god Tilnzermelse, hvilken Form den sande Fordelingslov for &
end maatte have, og som Folge deraf ter man betragte det
som givet, at den allerveesentligste Del af den ensidige Fejl
vil vaere bortelimineret allerede i Differenserne b og folgelig
ogsaa i de af b afledede Fejlrepraesentanter v, samt udlignet
i Opgorelsen.

Paa den anden Side kan man dog ikke helt se bort fra,
at (16) er en speciel Funktion, der vel er at anse for en god
Tilnermelse, men som dog aldrig kan forudswttes at gengive
den ensidige Fejl med fuld matematisk Nejagtighed. Folgelig
maa man gaa ud fra, at der altid vil veere en ensidig Fejlrest
- tilbage saavel i Opgersresultatet som i Differenserne b. Den
ensidige Fejlrest, der hviler paa Differenserne b, forplanter sig
ved den paafslgende Differensdannelse helt eller delvis over
paa Fejlrepraesentanterne v, og berover disse noget af deres
Evne til at danne rigtige Middelfejlsveerdier. Disse Forhold
kan opfordre til at forsgge paa at opnaa en mere fuldstendig
Udskillelse af 0 ved fortsatte Differensdannelser. Her mader
man dog en Vanskelighed, thi skal de fortsatte Differensdan-
nelser ave den tilsigtede Virkning, maa Grupperne, der benyttes
til Dannelsen af Differenserne, udvielges paa en saadan Maade,
at de kommer i Kontakt med den Lov, hvorefter den ensidige
Fejlrest fordeler sig over Forsegsmarken, men denne Lov er
— i det mindste indtil videre — ukendt, Grupperne udtages
derfor i Blinde, og det bliver da ret tilfzeldigt, om man opnaar
den enskede Forbedring eller ikke. Dog, hvis man udferer et
ikke alt for ringe Antal efter hinanden folgende Differensdan-
nelser, bliver Gruppeudtagningen varieret paa saa mange Maa-
der, at der er en vis Sandsynlighed for, at mindst een af dem
virker i den rigtige Retning. '

Man kan paa felgende Maade danne sig et Skon over,
om et Seet Fejlrepraesentanter v, er behaftede med ensidige
Fejl eller ikke. De beregnede Talveerdier — med Fortegn —
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for v, skrives ind i Tableauet i den ssedvanlige Orden. Der-
efter gaar man hen over de indferte v,-Vaerdier paa en vis
lovbunden Maade, f. Eks. ned ad den ene Sgjle efter den
anden, hen ad den ene Rakke efter den anden, eventuelt til-
lige hen ad samtlige de Reekker, der er parallelle med een eller
med begge Diagonalerne. Bestaar v, kun af tilfeldige Fejl,
skal man under disse Vandringer treeffe paa omtrent lige mange
Tegnskifter og Tegnfalger, og der maa ikke kunne spores nogen
som helst regelmeessig »>Gang« i Veerdifordelingen. Dernest
skrives Fejlveerdierne op i en Kolonne, ordnede efter Sterrelse,
idet man f. Eks. begynder med den laveste negative Veardi og
og ender med den hajeste positive, og ud for hver Vardi an-
fares det Antal Gange, hvori den forekommer i Tableauet. De
to Graeenseverdier skal da veere omtrent numerisk lige store og

5N
n*-+1
forekomme hver en enkelt eller dog kun et meget ringe Antal
Gange. De numerisk smaa Veerdier skal forekomme hyppigere

end de storre, omtrent ¥/s af samtlige Fejl skal viere mindre

maa ikke geerne overskride 3[/ ; de maa desuden kun

end l/[‘:;]r' og endelig skal Veerdifordelingen vere omirent
n*+

symmetrisk i Forhold til 0-Vardien. Viser der sig kendelige
Afvigelser fra disse Normer, tyder det paa Tilstedeveerelse af
ensidige Fejl. Der vil da tillige som Regel vise sig en tydelig
udtalt »Gang« i Vaerdifordelingen i Tableauet, og heraf vil man
ofte kunne skenne, hvorledes de resterende ensidige Fejl er
fordelte over Forsegsmarken. Derigennem faar man nogen
Vejledning med Hensyn til Valget af Grupper under en for-
nyet Differensdannelse. Det vil veere rigtigt at begynde saa-
danne Prover allerede med v, for snarest at blive vejledet med
Hensyn til fortsatte Differensdannelser.

Er Fejlrepresentanterne befriede for ensidige Fejl, kan det
samme med nogenlunde Sikkerhed forudsattes om det Sat
Differenser dg.;, af hvilke de umiddelbart er afledede.

Som Eksempel paa en Vaerdifordeling med udprezeget »Gangx
kan peges paa Oversigten Side 667 over de resterende ensidige
Fejl paa en 4-delt Mark efter to Difterensdannelser. Vil man
her fortsstte Differensdannelsen for at formindske den ensi-
dige Fejlvirkning, kan Grupperne valges som vist nedenfor (til
venstre), hvor de med samme Bogstav betegnede Elementer
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danner Gruppe sammen. Efter udfert Differensdannelse bliver
de tilbagevaerende ensidige Fejl (Tableauet til heojre):

=4 0 0 {4
0 +4 =<4 0
0 —4 +4 0

+4 0 0 =4

C oA
= -
a® oo
[ I~ T e I =

En ny Differensdannelse kan udferes med Grupper som
vist nedenfor (til venstre), hvor Bogstavordningen er den
samme som ovenfor, men hvor der er fojet et Indeks til Bog-
staverne. Elementer med samme Indeks danner Grupper. Efter
udfert Differensdannelse bliver de nu tilbagevaerende ensidige
Fejl (Tableauet til- hajre):

a, d; ¢, b, -2 +2 =2 42
d, a, b; ¢ =2 42 2 42
¢, b, a, d, +2 +2 42 =2
. C d; a, +2 =2 42 =2

En ny Differensdannelse, anordnet som vist nedenfor, hvor
det andet Indekstal angiver Grupperne, bringer sluttelig alle
ensidige Fejl til at forsvinde.

A1y dy, Cy2 by,
dy, A3 by, Cia
Csa by, a5y d,
b, Coy dy, A3

Der kan her vazre Anledning til at bemsrke, at der under
forskellige Omstendigheder er stor Forskel paa den Frihed,
man har ved Valget af Grupper. Differenserne falder naturligt
i to Kategorier, af hvilke den ene hidtil har veeret betegnet
ved d — for Differenserne af 1. og 2. Orden dog med hen-
holdsvis a og b —, den anden ved v. Differenser af d-Kate-
gorien er Funktioner af de 3 Bestanddele O, 0 og ¢ medens
v-Kategorien kun indeholder J og . J-Elementerne kan ind-
gaa i ret forskellig Grad. Formaalet med Differensdannelsen
er jo netop at udskille dem, og som Regel naar man nsermere
til dette Maal, jo hgjere man kommer op i Differensernes Ordens-
folge, uden dog nogen Sinde helt at blive fri for dem. I denne
Forbindelse er dette dog uden Interesse; det afgerende er her,
om O indgaar eller ikke.
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Har man at gere med Differenserne af d-Kategorien og
vil fremstille et nyt Szt Differenser af samme Kategori, maa
Grupperne udtages saaledes, at de indeholder et Element af
‘hvert Forsegsled. Forsynder man sig mod denne Regel, ind-
forer man vilkaarlige, ukontrolable Forskelligheder i den indre
Opbygning af Differenserne, hvorved den videre Udnyttelse af
disse vil give misvisende Resultater. Selvfalgelig maa man
tillige overholde den universelle Regel, at to Elementer, der een
Gang har veaeret i Gruppe sammen, ikke kommer dette mere.

Overgangen fra d- til v-Kategorien sker ved en Differens-
dannelse, hvor Grupperne dannes af de til Feallesparcellerne
svarende Differenser d. Herved bortelimineres Elementerne O.

Fortsettes Differensdannelsen med Differenserne af v-Kate-
gorien — d. e. Fejlreprzesentanterne —, er man kun bundet af
Kravet om, at to Elementer ikke maa komme i Gruppe sam-
men mere end een Gang. De i v indgaaede Elementer d og e
er ikke paavirkede af, om de heorer til det ene eller det andet
Forsegsled, og derfor er der nu intet til Hinder for at danne
Grupper, hvori der indgaar flere Elementer fra samme For-
segsled. Der opnaas herved en meget betydelig Foregelse af
Friheden i Valget af Grupper, hvorved det bliver meget lettere
at tilpasse disse til Gangen i den ensidige Fejls Fordeling.
Hvis man derfor under en Rwekke Differensdannelser ikke er
interesseret i Differenserne d, men kun i Fejlrepresentanterne
v, vil det vere rigligl at gaa over til disse allerede paa et
tidligt Stadium.

Har man anset det for paakraevet at anvende flere end 3
Set Differenser (a, b og v,) for i behorig Grad at faa Fejl-
representanterne frigjorte for ensidige Fejl, saa kan man ikke
mere med fuld Ret gere Forseget op blot ved at danne Mid-
deltallet af de observerede Afgreder o for Forsegsleddets Fezel-
lesparceller og ansztte Middelfejlen paa denne Middelveerdi

Lt
til ‘/;i, thi som det straks skal blive vist, er den ensidige

Fejl under disse Forudsztninger ikke helt udlignet paa den
nevnte Middelveerdi, og. felgelig kan den Middelfejl m, der
beregnes af de for ensidige Fejl befriede Fejlrepraesentanter,
heller ikke retmeessigt benyttes til Bestemmelse af Fejlmaalene
paa de saaledes opgjorte Forsagsled.
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Som tidligere anfert, kraever Udligningen, at

1 1
D =l
idet 3¢ her betegner Summen af d for Forsegsleddets Felles-
parceller, Men det er tidligere vist, at denne Betingelse kun
kan opfyldes, naar den ensidige Fejl folger den ved (16) an-
givne Fordelingslov. Men er dette Tilfeeldet, vil, som ogsaa
tidligere vist, den ensidige Fejl vaere fuldstzendig bortelimineret
2. Ordens Differenserne b. Da man imidlertid her er gaaet
ud fra, at det var nedvendigt at anvende et sterre Antal
Differensdannelser, maa Forudsstningen vere, at den ensidige
Fejl fordeler sig efter en mere sammensat Lov, d. v. s., at For-
delingsloven foruden f,x) og f,(y) ogsaa indeholder et Led fixy),
og i saa Fald er -  2¢4 en variabel Storrelse, der antager forskel-
lige Veerdier for de forskellige Forsegsled. Under disse Om-
steendigheder maa Opgerelsen foretages ved Hjxlp af selve
Differenserne, hvis den skal blive fuldt ud korrekt. Vi skal
nu vise, hvorledes dette kan gares.

Lad dg;.; vere et Szt Differenser, i hvilke man efter an-
stillede Prover med tilstreekkelig Tilnzermelse kan betragte de
ensidige Fejl som borteliminerede. Desuden forudsettes det,
at man ved Dannelsen af d;.; og alle de foregaaende Differen-
ser ingen Sinde har anvendt Fallesparcellerne som Grupper.
Naar disse Betingelser er opfyldte, vil ds.y vere Funktioner
af de sande, for alle Fejlvirkninger befriede Parcelafgroder O
og de tilfzldige Fejl # nemlig

Pq _pq Pa
20 2 Z
1 . 2 . 8 [
n ) n

ds+l,pq = Qpq—~ — + (s—+2) J "I‘vs—l, pa?
hvor
2 3 2 |
& & &
. 1. 2 L. 51 Lo L8] (8
Vs+1,pq — €pq n - . —'—n— —+ {52 F

De i (17) indgaaede Led af Formen —20 er Middeltallene
af Sterrelserne O for samtlige de Grupper, hvori Elementet
med Indeks pq efterhaanden er indgaaet. Da hver Gruppe
indeholder et O-Element fra hvert Forsegsled, og O er kon-

17
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stant for eet og samme Forsggsled, vil hvert af Leddene
—2‘“‘ vaere hg [0]. Som Feglge deraf reduceres (17) til

(6]
ds+1,pqg = Opg +[”n‘2J + Va1, po- (19)

Det ses heraf, at en Differens d,., er lig Forskellen mel-
lem den sande Verdi af den paagmldende Parcels Afgrede og
den sande Gennemsnitsafgrede for hele Forssgsmarken samt
en tilfeldig Fejl vy.;. De til et Forsegsleds Fallesparceller
svarende dg.; afviger fra hverandre kun som Folge af Sving-
ningerne i vg.;.

Dannes Middeltallet af d;.4 for et Forsegsleds Fellespar-

celler, faas
d:-t—l Vg
Z . _Z _lo] 2 !
n - n

n?

idet Indeks f ved et Summationstegn ogsaa her betegner, at
Summationen skal omfatte Forsegsleddets Fellesparceller. Det
sidste Led paa hajre Side af denne Ligning er (jvf. Side 655)

ZV““ Z .fe]

som indsat giver
2 2o D 0], [¢]
£ _ f f £
e R |

Nu er, idet o ligesom tidligere betegner de direkte obser-
verede Afgrader,
(0] [ g

nt T E T g T

—
—_—

=]

som indsat giver
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Leegges !112 [o] til begge Sider af denne Ligning, og betegnes
Summen med H, saa faas

Z . Z Z [52]_ (20)

I‘l

H=——

. ‘ Afgreden af Fofsagéleddet, saalédes som den kan afledes

af Differenserne, er ,
§> ds—'.—l
L - £ fo] ' @2 -

‘og som det fremgaar af (20), er den lig Middeltallet af de

sande Afgrader paa Forsegsleddets Parceller, hvortil kommer
en tilfzeldig Fejl, der er Middeltallet af de paa de tilsvarende
Observationer o hvilende tilfeldige Fejl s, samt et ensidigt
Fejlled % [6], der er fzlles for alle [Forsegsled og for Gennem-
snitsafgreden. Udligningen af den ensidige Fejl er altsaa fuld-

steendig. Middeifejlen paa H er ‘/nﬂa, der jo dog kun karak-

teriserer den tilfeldige Fejl, medens den lader den ensidige Fejl-
andel ‘ude af Belragtning.

Den almindelige Opgorelse ved blot at danne ’Vhddeltallet
af de observerede Veerdier af Fallesparcellernes Afgreder giver

H =
. n
Seettes heri

0=0-4¢4+0,
E 0 E & E 0
' f f f
H= n + n + n
Ved at sammenligne med (20) ses, at Forskellen mellem

de to Opgerelser er
(; Z
[ ] f

H+-H=—-=
n? n

faas
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Med en Fejlfordelingslov for den ensidige Fejl af Formen
0 =1, x+ faxy) 4,

der jo netop er Motiveringen til den fortsatte Differensdannelse,
er —:l 24 en variabel Storrelse med forskellige Vardier for de
. forskellige Forsegsled, og Forskellen mellem H-og H' er «da
reel. Derimod er de to Opgerelser sammenfaldende, naar For-
delingsloven for den ensidigé Fejl har den simplere Form

0=f 0+ f,m

Foruden leferenserne ds—y maa der selealgehg af Hensyn
il Middelfejlsberegningerne fremstilles Fejlrepraesentanter v, der
dannes som det naeste Szt Differenser, idet.man nu benytter
Fe=llesparcellerne som Grupper, hvorved alle af O afheengige
Led bortelimineres.

De ovenfor udviklede Formler saavel som dem, man kan
hente fra den almindelige Fejlteori, er matematisk og fejlteore-
tisk fuldt eksakte. Ikke desto mindre bliver al Fejlberegning
i Praksis mere eller mindre tilnzermet, og Grunden hertil ligger
i Mangler og Ufuldkommenheder ved selve det observations-
maessige Grundlag. De almengyldige Formler til Fejlberegning
tager udelukkende Sigte paa »stilfaeldige« Fejl, men i Praksis
Iykkes det aldrig at gere de beregnede Fejlrepresentanter fuld-
steendig fri for ensidige Fejlandele, og heri ligger Hovedgrun-
den til Fejlberegningens Usikkerhed. De tilfseldige Fejl er
fuldkommen symmetriske omkring Nulverdien; deres Graense-
verdier ligger hver paa sin Side af og lige langt fra Nul, og
> Hyppighedsforekomsten« af de forskellige Fejlveerdier inden-
for Graenserne er ligelig fordelte paa det positive og negative
Omraade. Denne Symmetri i Forbindelse med Uafhasngig-
heden er de Grundegenskaber, Fejlteorien fortrinsvis er bygget
op paa. Men Tilstedevaerelsen af ensidige Andele i Fejlene
forstyrrer Symmetrien og delvis ogsaa Uafhzengigheden, og
derved kommer der altsaa en Uoverensstemmelse ind mellem
Grundlaget og Anvendelsen af dette, hvad der ikke bliver uden
Folger for Resullatet. Ensidige Fejl bevirker, at de beregnede
Middelfejl bliver for smaa i Forhold til de virkelige Fejl paa
Observationsresultaterne, giver altsaa et for lyst Billede af
Ngjagtigheden.
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En anden Aarsag til Ufuldkommenhed i Fejlberegningen
maa seges i den Omstendighed, at man i Praksis ikke kan
fremskaffe uendelig mange Fejlrepraesentanter, hvad Teorien
forudseetiter. Virkningen heraf er dog som Regel mindre be-
tydende, da Erfaringen viser, at man kommer ret nzer til det
sande selv med et beskedent Antal Fejlrepresentanter, naar -
disse blot ikke er tilslarede af ensidige Fejlvirkninger.

Sltuttelig skal bemerkes, at det Afhangighedsforhold mel-
lem Differenserne, der skabes ved den her anvendte Sammen-
dragningsmaade, i nogen Grad nedsatter Fejlrepraesentanternes
(v?]

fri Beveegelighed; og i samme Grad taber i Evne til at

repraesentere {vsvs}, hvilket selvfolgelig maa indfere et Usikker-
hedsmoment i Fejlberegningen. Virkningen af dette Forhold er
dog ret ringe for de lavere Vardier af s, men vokser kende-
ligt, efterbaanden som s kommer op paa hgjere Verdier. For-
hold af denne og lignende Art er uundgaaelige i Praksis.



