
Om det matematiske Grundlag 
for Dyrkningsforsøg paa Agermark. 

Af E. Lindhard. 

Manuskript til en Afhandling om ovenstaaende Emne, men hvori de 
her benyttede Formler var udledte ad empirisk Vej, har først været udar­
bejdet af Forfatteren alene. Dette Manuskript har derefter været forelagt for 
Generalmajor V. H. O. Madsen, som har gennemgaaet samtlige Formler og 
paavist, hvorledes disse kan udledes matematisk. Denne Del af Arbejdet, der 
i Teksten Cl' sat i Citationstegn og med mindre Skrift, skyldes saaledes ude­
lukkende V. H. O. ,l'Iadsen,. men indirekte har Bevisførelsens Form desuden 
medført væsentlige Forandringer i Fremstillingen som Helhed. For den Vel­
vilje og for den meget værdifulde Hjælp, Hr. Generalmajoren her har ydet 
mig, benytter jeg Lejligheden til at udtale min bedste Tak. 

Ved de fleste Markforsøg fremtræder de indvundne Resul­
tater som Gennemsnitstal. De enkelte. Størrelser, hvoraf disse 
Middelværdier kan bygges op, kan indbyrdes variere stærkt 
paa Grund af Forhold, der oftest er Forsøgets Formaal uved­
kommende. Undertiden vil Variationens Virkninger være eli­
minerede i Gennemsnitstallene, men undertiden influerer de 
saaledes paa disse, at Forsøgets Resultater bliver upaalidelige. 
Vort Formaal er her at vinde et Indblik i de Love, hvorefter 
Variationen forplanter sig gennem de forskellige Middelværdier, 
som udtrykker Forsøgets Hovedresultater, dog saaledes, at vi 
begrænser Undersøgelsen til kun at gælde Jordbundens 
Frugtbarheds variationer. 

Frugtbarheden, udtrykt ved Størrelsen af den Afgrøde, 
som samtidig frembringes paa et vist Flademaal, varierer paa 
ethvert naturligt Areal. Set fra vort Synspunkt kan Variationen 
i Almindelighed indordnes under tre forskellige Typer: 

1) Bølgeformig Variation, der hidrører navnlig fra Jordens 
Grundbeskaffenhed og Vandstandsforhold og skifter lunefuldt 
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i jævnere og brattere Overgange mellem mere og mindre frugt­
bar Jord. Paa et Frugtbarhedskort vilde denne Type give Kur­
ver, hvis Forløb kunde illustreres ved Højdekurverne i et 
Fladenivellement. 

2) Agerstribning, der hidrører fra, at Jorden pløjes i Agre 
med Ryg og Ren, og fra disse Agres og Halvagres afvigende 
Behandling og Gødskning i Tidernes Løb. 

3) Pletter, herunder alle større og mindre afvigende Par­
tier af Marken, som hidrører fra Overgrundens øjeblikkelige 
Tilstand, Gødningskraft, Ukrud, Muldvarpe o. s. v. 

Til Forsøg søges udvalgt Arealer af ensartet Beskaffenhed, 
og ved stationære Forsøg vil man ofte ved en forudgaaende 
omhyggelig Dyrkning søge Jorden egaliseret. Navnlig den Va­
riation, der skyldes Gødningspletter, til Dels ogsaa Agerstribning, 
vil ved eu saadan forudgaaende Dyrkning kunne formindskes 
betydeligt. Bringes Jorden i høj Kultur og Gødningskraft, vil 
ogsaa Virkningen af den forskellige Grundbeskaffenhed give sig 
et mindre Udslag i Afgrødens Størrelse, end hvis Jorden er 
udpint. Nogen Uensartethed bliver dog altid tilbage, og denne 
vil i de fleste Tilfælde paa frit beliggende Marker kunne ind­
ordnes under disse tre Hovedtyper. Forsøgsrnanden har dem 
alle for øje, naar han lægger sin Plan. 

Forsøget indeholder to eller flere Led, der indbyrdes skal 
sammenlignes. Det simpleste vilde være at dele det hele For­
søgsareal i saa mange lige store Parceller, som der var Led i 
Forsøget, og saaledes nøjes med een Parcel for hvert Forsøgs­
led. Men i et saadant Forsøg vilde al Kontrol med Resultaterne 
mangle. Det er derfor forlængst blevet Praksis at anvende 
·flere Parceller samtidig i hvert af Forsøgets Led. 

Saadanne ens behandlede Parceller kaldes her i Landet: 
Fællesparceller, i Tyskland o. fl. Lande: Parallelparceller. For­
søgsarealet deles i lige store, retvinklede firsidede Parceller, hvis 
Antal sædvanlig er et Multiplum af Forsøgsledenes Antal, saa­
ledes at hvert Led indeholder lige mange lige store Fælles­
parceller*). Forsøgsplanens Maal er at placere Fællesparcellerne 
saaledes, at hvert Hold i Gennemsnit fa ar samme Frugtbar­
hed som hele Forsøgsarealet og saaledes danner en sand Gen­
nemsnitsprøve af dette. 

"') I de efterfølgende Eksempler er dette overalt Tilfældet. 
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Forsøget anlægges for almindelige Formaal parallelt med 
Agerens Retning, saaledes at Rammens to Sider og Grænse­
linierne mellem de enkelte Parcelrækker falder sammen med 
Agerren eller Agerryg. Ved denne Foranstaltning vil Ager­
stribningens forstyrrende Indflydelse paa Forsøget blive stærkt 
indskrænket. Følgerne af den bølgeformige Variation søges 
navnlig ophævet ved af anvende mange Fællesparceller og 
fjerne disse saa langt som muligt fra hverandre. Følgerne af 
GødningspleUer o. lign. vil man fortrinsvis modvirke ved at 
øge Parcellernes Størrelse, saaledes at en tilfældig Plets Virk­
ning op eller ned bliver saa lille som mulig i Forhold til Af­
grøden paa hele Parcellen. 

I Forsøg, hvor Spørgsmaalenes Antal er forholdsvis ringe, 
anvendes fortrinsvis spredt Parcelfordeling. Denne Forsøgstype 
skal her undersøges nærmere. Lad i et saadant Forsøg Antallet 
af Forsøgsled være 5, betegnede: a, b, c, d og e, og Fælles­
pareelIernes Antal for hvert Led ligeledes :'), efterfølgende Plan 
viser da et Eksempel paa, hvad man under disse Betingelser 
kunde kalde en ideel Parcelfordeling. 

Plan for Parcelfordelingen. 

II :fLI-;IUI: 
c I e I b Id [~­

--;:-1 d I a I c I e 

-a I __ c I e I b I d . 

Hver Genstand har en Parcel i hver Længderække og en 
i hver Tværrække. Den enkelte Parcel fra hvert Led, Omkreds­
parcellerne undtagne, støder paa hver af sine fire Sider og paa 
hvert af sine fire Hjørner op til en Parcel fra hvert af de andre 
fire Led. Samtlige Fællesparceller er for samtlige Forsøgsled 
indbyrdes ~iernede et »Springertræk« fra hinanden. 

Vi skal ved Hjælp af nogle simple, konstruerede Eksem­
pler se, hvorledes denne Parcelfordeling vil svare til Formaalet 
ved Arealer med forskellig Frugtbarhedsfordeling. I Eksem-
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plerne tænkes hele Arealet dyrket med samme ensartede Afgrøde 
og inddelt i Parceller. De i Planerne paa Parcellernes Plads 
indførte Tal angiver Afgrødens Størrelse. Deles nu samtlige 
Parceller i Fællesparcelhold , et· for hvert tænkt Forsøgsled 
paa samme Maade som i et virkeligt Forsøg, saa kan man 
altsaa beregne, hvor store Fejlene fra denne Kilde vilde være 
blevne, hvis man paa et Areal af netop samme Beskaffenhed 
som Eksemplets havde indlagt virkelige Forsøg efter den her 
benyttede Plan, idet man ved, at Udslaget i dette tænlde For­
søg skal være O. Undersøgelsen omhandler udelukkende saa­
danne fingerede Forsøg. 

Eks. I. 
Mark med regel mæssig Frugtbarhedsfordeling. 

Forholdstal for Udbytte. 

De enkelte Forsøgsleds Fællesparceller giver følgende 
Afgrøder: 

a b c d e 

80 80 80 80 80 
90 90 90 90 90 

100 100 100 100 100 
110 110 110 110 110 
120 120 120 120 120 

.. _---------- - ._-------_. -_ ... -----~-

I Gennemsnit 100 100 100 100 100 

Hele Arealet giver i Gennemsnit en Afgrøde pr. Parcel af 
100. Hvert enkelt Forsøgsleds Fællesparceller giver ligeledes 
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i Gennemsnit 100. Forsøgsgrundlaget er h er fej lfri t, 
;J: Arealets Beskaffenhed uden Indflydelse paa For­
skellen i U dhytte mellem a, b, c, d og e. 

Eks. II. 
Regelmæssig, men skæv Fordeling. 

Forholdstal for Udbytte. 

De enkelte Forsøgsleds Fællespareeller, ordnede efter Stør-
relse, giver: 

a Il c d c 

80 70 80 70 60 
90 90 90 80 90 

100 100 100 100 100 
110 110 110 110 120 
120 130 120 140 130 

- -------------------- -------- ------ ---- ---------- ~ -,~----~~ 

I Gennemsnit 100 100 100 100 100 

Ogsaa i Eks. II giver hvert Forsøgsleds Fællesparceller 
i Gennemsnit 100, men i Modsætning til Eks. I afviger Fælles­
parcellerne her i nogle Hold meget, i andre kun lidt ind­
byrdes. I begge disse Tilfælde kunde Frugtbarheden afbildes 
ved et Skraaplan og, som det vil ses, er Planets Held­
nin gsgl"ad og Held ningsretning ude n Indflydelse pa a 
de forskellige Parcelholds gennemsnitlige Frugt­
barhed. 
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Eks. III. 

Skæv og mindre regelmæssig Fordeling. 
Forholdstal for Udbytte. 

e 

I 
b 

I 
d 

I 
a 

l 
c 

56 60 68 84 116 

d 

I 
a 

l 
c 

I 
e 

I 
b 

58 64 76 100 120 

c 

I 
e 

I 
b 

I 
d 

I 
a 

62 72 92 122 134 

h 

I 
d 

I 
a 

I 
c 

I 
e 

70 88 126 136 144 

a 

\ 

c 

\ 

e 

\ 

b 

\ 

d 

86 130 140 146 150 

De enkelte Forsøgsleds Fællespareeller har her givet føl-
gende Afgrøder: 

a h c d e 

64 60 62 58 56 
84 70 76 68 72 
86 92 116 88 100 

126 120 130 122 140 
134 146 136 150 144 

I Gennemsnit 98.s 97.6 104.0 97.2 102 .• 

Der er i Eks. III en Forskel mellem de enkelte Parcelholds 
gennemsnitlige Afgrøde, men Forskellen er meget lille i For­
hold til Forskellen mellem Fællesparcellerne indbyrdes. 

I Eks. IV benytter vi Elementerne fra Eks. III til at vise, 
hvorledes Forsøget kunde arte sig, hvis Variationen var 
ubunden. Eks. IVer dannet paa den Maade, at Tallene fra 
Eks. III først er skrevne ud hver paa sin Seddel. Sedlerne 
er rullede sammen med Tallene indad, omhyggelig. blandede 
og derpaa tagne op i den Orden, hvori de laa, og indførte 
Række for Række paa Planen. 
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Eks. IV. 
Tilfældig Frugtbarhedsfordeling. 

Forholdstal for Udbytte. 

1_ ,: J ':0 ,:,1 ;, 
I d I a 1 c I e 1 b 
I 100 I 92 126 I 56 60 

c 

72 

~c --I e -I ·-b-I-d-I ~-
_7_~_~36 64 140 I_~_~ 
Ibldlalcle 

l~: r ~:-T :;: i :, _I~:o 
Fællesparcellerne giver for: 

a b c cl e 

76 60 70 58 56 
88 62 72 100 68 
92 64 86 134 120 

116 84 126 140 136 
122 130 144 150 146 

.- ----~--- - --- -~--_._--" - -- ------ -----
I Gennemsnit 98.s 80.0 99.6 116 .• 1U5.2 

Hvor de enkelte Parcelafgrøder, som i dette Eks., varierer 
uafhængigt af hinanden, er en hvilken som helst Forsøgsplan 
paa Forhaand lige god: Fællesparcellernes Fordeling over 
Arealet er ligegyldig. Og hvor Skraaplanet (Eks. I og II) dan­
ner Grænse til den ene Side, danner den tilfældige Frugtbar­
hedsfordeling Grænse til den anden; mellem disse to Y der­
punkter vil almindeligt forekommende Tilfælde ligge. 

Det vil af disse Eksempler ses,at naar Forandringerne 
i Frugtbarhed er nogenlunde jævne inden for Forsøgsarealets 
Ramme, er det muligt ved en fornuftig Forsøgsplan at elimi­
mere største Parten af Markens Ulighed i Frugtbarhed i Fæl­
lesparcellernes Gennemsnit. Hvert Hold Fællesparceller er at 
betragte som en Gennemsnitsprøve af hele Arealet. Jo større 
Forskellen i Frugtbarhed mellem Arealets forskellige Dele er, 
desto mere forskellige indbyrdes maa de enkelte Forsøgsleds 
Fællesparceller være, for at deres Gennemsnit kan blive lig 
med Markens Gennemsnit. 
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Det skal nu undersøges nærmere, om denne Paastand er 
rigtig. 

Som Grundlag for Undersøgelsen tænker vi os altsaa Mar­
ken dyrket med samme ensartede Afgrøde, inddelt i Parceller 
og benyttet til fingerede Forsøg, som foran beskrevet. I For­
søget skal Udslaget være O. Parcellernes samlede Antal og 
Afgrødens Størrelse paa hver enkelt Parcel er givet, saaledes 
at det enkelte Forsøg danner en afsluttet Enhed for sig, som 
illustreret i Eksemplerne. Alle Fejlmuligheder ligger da inden 
for Forsøgsrnarkens Grænser. 

Afgrødens Størrelse fra den enkelte Parcel sættes = a, 
det samlede Antal Parceller i Forsøgsrnarken = N, 
Antallet af Led i Forsøget = v og 
Antallet af Fællesparceller i hvert Forsøgsled = n. 

Samtlige N Parcelafgrøder ordnes i ]/ Grupper, hver paa 
n Afgrøder; man har da: 

a'l a"1 a"l 
a'2 a"2 a"2 

a'n a"n aVn 

I alt N = nv Størrelser. Disse Størrelsers Sum skrives 
[a] = Sunullen af alle a'er (i det følgende benyttes [] overalt 

som Summationstegn); deres Gennemsnit er [~]- = G, de enkelte 

Seriers (Forsøgsleds) Gennemsmit er da: 

[a'l [av] 
--=g1, ... -- = gv. 

n n 

Betegnes de enkelte Størrelser med Løbenummer 1 til N, 
har man Differenserne: al - G = Ul, a2 - G = U2, ..... 
aN - G = U N' I Forsøg, hvor hvert Led indeholder flere 
Fællesparceller, optræder Differenser mellem enkelte Parceller 
og Parcelgennemsnit ikke som Fejl, den enkelte Differens be­
tegner vi derfor: Afvigelse, og Gennemsnittet af alle sammen­
hørende Differensers Kvadrater betegnes som Middelafvigelsens 
Kvadrat. Da U i det givne Tilfælde er en sand Størrelse, idet 
alle a'er og G er bekendte, findes M = den sande Middel-

[U2] 
afvigelse for hele Systemet af Ligningen M2 = -N--' 
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Middelafvigelsen af den enkelte Serie l etegner vi: m = 
Specialafvigelsen. Af saadanne Størrelser haves v, nemlig: 

2 _ [V'2
] n11 - -~ hvor V'I = a'l - gl, V'2 = a '2 - gI, ..... 

n ' 

[V"2] 
n12 2 = -------- hvor V" = a" - g2, 

n ' 

[V,,2) 
m,} =-- -- hvor V" = a" - g". 

n ' 

Heraf kan aUer dannes en Middel værdi: 

2 n112 + m22 + ' , . + m,} 
(~ = ---- --------------~---. 

v 

Vin = a 'n - gI, 

f t betegnes den falske M id delafvigelse til Adskillelse fra 
den plausihle Middelafvigelse, som udledes af Størrelserne 

[V2
] - .. _--_ .. _---

n-l' 

Mellem de enkelte Seriers Gennemsnit, gI, g2, . , , g"~, og 
MarkgennemsniUet, G, kan aUer dannes Differenser. I For­
søget optræder disse Differenser, da Udslaget skal være 0, som 
Fejl. Middelværdien af deres Kvadrater hetegnes derfor Middel­
fejlens Kvadrat. Til en given Anordning af Fællesparcellerne i 
Forsøget svarer en speciel Middelfejl, som betegnes Special­
fejlen = M. Man har altsaa: 

M 2 = U1 2 + U22 + .. , + U,,2 , 
v 

idet Ul = gI - G, U2 = S2 - G, ... u" = S" - G. 

Vi skal først undersøge, hvilken Afhængighed der bestaar 
mellem Størrelserne 

M, ~ og M. 

Man har: a'l - G = (a'l - gl) + (gI - G) eller 

Ul = V'I + Ul og altsaa 

UJ 2 =V'l2 +UI2 +2V'IUI O.S.v. Un
2 =V'n 2 +U12 +2V'n Ul 

Un + 1
2 =V"12+ U22+ 2V"1U2 , ... U2n2=V"n2+U22+2V"nU2 

UN _ n+1
2= V"12 + U,,2 + 2V"1 u" .... UN

2 = V"n2 + U,,2 + 2V"nu" 
23 
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Summeres disse Størrelser, faar man: 

J 
[V'2] + n Ul

2 + 2 [V'] Ul l 
2 + [V"2] + n U22 + 2 [V"] U2 

[U]= l + [Vr ;] -+- ~ur~ + 2 ·[V:] u: J 
[V'2] [Vr2

]. 
Nu er -- = m12, .•• -- = m,,2 og altsaa 

n n 
[V'2] + [V"2] + . + [Vl,2] 

-- - - n2 da g - G = u, er endvidere nl' -, , 

n (Ull! + ml! + ... + Ul,2) = M 2 • 

nv 

Summen af Størrelserne, der staar som 3. Led inden for 
Klammen, er O, idet [V'] = [V"] = ... = [Vr] = O. 
Idet N = nv, faar man ved Division med N: 

_M2=p;2 + M 2 

og altsaa (M2_p;2=M. 

Anvendes disse Formler paa de foran anførte Eksempler, 
bliver Resultatet følgende: 

Eks. I. 
2 U1

2 + U2
2 + . . + U,} 

M = =0, 
v 

idet ga = gb = ...... = ge = G = 100 og u = O, 
. lU 2

]_ [V'2] -t- [V"2] + ... [V r2 ] 
og VIdere 11:12 = M 2 

- f/!2 = -- --;- -------- -----
N-nv 

= 50~_~_ -'- 1000 + 1000 + 1000 + 1000 +~OO~ = O 
25 . 5 X 5 . 

I Eks. II tinder mah ligeledes 
ga = gb = ... = G og M 2 = O, 

men M 2 = M2 - f~2 

= 10000_ -'- _1000 + 2000 + 1000+ ;~O_OO+ 300~ = O 
25 . 5 X 5 . 

E'k III· M2 1.22+2.42+4.02+2.82+2.42 7 
~ s. gIver - = 5 = .36. 

og M 2 = _25~04 -'- 3572.6 + 5051.4 t 4392.0 + 5R76.6 + 6272.4 
25 . 5 X 5 

= 7.36. 
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I Eks. IV, endelig, har man: 

1 2 + ')0 2 + O 2 + 16 2 + - 2 
J~Æ2 __.2 ....0 .4 .4 ;).2 
".1 5 = 139.52 og 

j1f2= 25304 ---'-.1516.8 + 3496.0+4491.2+ 5675.2-t6636:~= 13952 
25 . 5 X 5 ' .. 

DaNI L M, saa er det en Selvfølge, at naar den procen­

tiske MiddelafVigeISe,~ 100, er lille, vil ogsaa Specialfejlen _M 

være lille i Forhold til Afgrødens Størrelse, selvom Fælles­
parcellernes Fordeling er mindre gunstig. Det følger heraf, at 
et ensartet Areal giver de bedste Betingelser for et godt For­
søgsresultat. Men naar Forsøgsarealets Beskaffenhed er givet, 
da vil Forskellen i Frugtbarhed mellem samtlige Forsøgsleds 
Parcelgennemsnit og hele Markens Gennemsnit være Minimum, 
naar det enkelte Forsøgsleds Fællesparcellers indbyrdes Afvigelse 
er Maksimum. I øvrigt er Størrelsen af det enkelte Forsøgs­
leds Specialafvigelse, ml, nu, ... m", intet Maal for Paalidelig­
heden af det ·paagældende Parcelgennemsnit. Er t. Eks. g dan­
net af Fællesparceller, der alle er smaa, alle middelstore eller 
alle store, saa vil m i disse tre Tilfælde være lille; er derimod 
g dannet af meget smaa og meget store Fællesparceller, vil m 
være stor, men g vil i Størrelse ikke være meget forskellig fra 
Markens Middelafgrøde. Allsaa kan en lille Specialafvigelse 
ikke benyttes som Kriterium for Paalidelighed, og det er ube­
rettiget at udskyde noget Forsøgsled, fordi dets Specialafvigelse 
er stor. 

Vi har nu undersøgt Specialfejlen for en enkelt given 
Parcelfordeling, men for at kunne gennemføre Analysen, maa 
vi kende ogsaa den sande Middelfejl for enhver mulig 
Fordeling af de givne Forsøgsleds Fællesparceller. Ud fra 
den Tankegang, at alle Fejlmuligheder ligger inden for det 
givne Forsøgsareals Grænser, uden Hensyn til om N er et 

stort eller et lille Tal, vil vi nu søge den Middelfejl I~I, hvis 

Kvadrat er Gennemsnitsværdien af Kvadraterne paa alle Special­
fejlen J11's mulige Værdier. 

»Der er forelagt N Elementer, al, a2, .... aN. Deres Gennemsnits­

værdi er [~ = G. Betegner M Middelafvigelsen, har man M2= [(a NG)2J• 

Elementerne deles i p Grupper hver med n Elementer, altsaa er N = np. 

23'" 
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For hver af de v Grupper finder man en Gennemsnitsværdi 

gi = [a]lU. Betegnes de v Gennemsnitsværdier g'" g' 2, ••• giv, faar man: 
n 

g', + g', + ... + g'v = [a]~~. 
n 

Tages dernæst Differensen mellem hver af disse Gennemsnits­
værdier og G, kan der dannes Gennemsnit af disse Differensers Kva­
drater. Kaldes dette Gennemsnit M 12, har man: 

M,' = (g',--G)' + (g'2 - G)' + ... + (g'v - G)'. 
v 

Man kan dernæst ordne de N Elementer i andre Grupper med n 
i hver. 

Spørges der, hvor ofte man kan udtage n Genstande blandt N for 
at faa en fra de øvrige forskellig Gruppe, er Svaret: 

N (N-l) (N-2) ......... (N-n + 1). 
1.2.3 .... n 

For hver saadan Gruppe maa der fremdeles spørges, om det Antal 
Maader, hvorpaa alle de tilbageværende N - n Elementer kan ordnes 
i Grupper paa n, der er indbyrdes forskellige. Det skal da først be­
mærkes, at der af 2. Gruppe af n Elementer blandt N-n kan dannes 

(N-n) (N-n-l) ..... (N-2n + 1). 
1 .2 ...... n ... ------. 

Derefter er der hver Gang tilbage N - 2 n. Antallet af l\faader, 
hvorpaa der heraf kan dannes en Gruppe paa n, er 

(N-2n) (N-2n-1) .... (N-3n+l) 
1.2 .... n 

Dette er altsaa Antallet af Maader, hvorpaa 3. Gruppe kan 
dannes. 

Saaledes fortsættes, indtil man for den sidste Gruppe, den v., 
finder Antallet af Maader, hvol'paa der til denne kan udtages n Ele­
menter: 

(N - (v -1) n) (N - (v -1) n -1) ... (N - ('/ -1) n - n + 1), 
1.2.3 ... n . 

= (Njv-l) n) (N - (v -llE...=-lL: . .:..'.! = 1, idet N = nl'. 
1.2.3 ... n 

Altsaa er det samlede Antal af Maader, hvorpaa der kan dannes 
indbyrdes forskellige Sæt af 1/ Grupper med n i hver: 

~ 
(Ini-' 

Men dersom man ikke sondrer mellem de Tilfælde, der kun er 
forskellige derved, at Grupperne er ombyttede (f. Eks. 1. og 2. Grnppe), 
saa skal det fundne Antal divideres med alle de Maader, hvorpaa v 

Grupper kan ombyttes indbyrdes. Dette Antal er I ", og altsaa bliver 
det søgte Antal I N _. 

1"= I~. (1-;; ),/. 
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For hver saadan Ordning af y Grupper kan man danne Gennem­
snitsværdier. Saaledes for 2. Ordning de y Gennemsnit: g''" gl/., ... gI/y, 
hvortil svarer en Værdi: 

(gl/, - G)' +- (gl/. - G)' +- .... +- (gI/y - G2~ = M.'. 
l' 

For 3. Ordning faar man de y Gennemsnit: gl/'" gll/., ... gI/ly, hvor­
til svarer: 

(gll/] __ G)' +- (gll/. -- G)' +- .. +- (g"'y - G)' __ . , -- - ------------- - ____ ---- -- ----_______ _ M •. 

" 
Saaledes kan fortsættes indtil den sidste Ordning, den T., der giver: 

(gT __ G)2 +- (gT _ G)2 + ... +- (gT _ G)' 
l 2 V 

v 

hvor T har den ovenfor fundne Værdi. 
Søger man endelig:. 

_~J,2 + 1!,2 ~'-"- :_± c'I~ = 1M l', 
fnar man: 

idet [lg'J] betegner Summen af alle Kvadraterne af alle g-erne_ Altsaa 

IMI2 = [l?2J]-;-- 2G Caj +- G2 = [[g2J]-;-- G2. 
-~-~-I TJ! n 1.1 TV 

Man har nu 

hvor tI er Antallet af ens Dobbeltprodukter, i"7 k. 
For at finde tI søges Antallet af Gange et bestemt Produkt fore­

kommer, f. Eks. 2 a, a.. Der spørges da først, hvor mange Dobbeltpro­
dukter findes der i hver Gruppe med n Elementer? 

Dette Antal er n (n -1). Af Grupper forekommer der i hver An-
1.2 

ordning y, og da hele Antallet af Anordninger er T, bliver det samlede 
Antal af Dobbeltprodukter: 

n(n--1) 
----'-,--------;,--------'-VT. 

1.2 
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Da nu det hele Antal af Maader, hvorpaa der kan dannes Dobbelt­

produkter af N Elementer er N (N -1), saa forekommer 2 [ai ak] et An-
1.2 

tal Gange lig 
n(n -1) 'P1" 

1 .2' n(n - 1) n-l * 
N(N-l) =N(N_l)·'PT=N_1 T=f1.) 
~-

*) »Naar 2 Elementer, f. Eks. a, og a2, er i samme Gruppe, f. Eks. 1., bliver 
Antallet af 1. Grupper, der kan dannes: 

(N - 2)(N - 3) .... (N - n + 1) -_ ... _---
1 . 2 ... (n - 2) 

Antallet af 2. Grupper 

(N--n)(N-n--l) .... (N-2n+l 
og 

1 . 2 . . . n 
Antallet af 'P. Grupper 

(N -('P-l) n) (N -(v-l)n -1) (N -- (vn) + 1 

1.2 n 
altsaa ialt ~~ 

1 n - 2 . (l!~Y_l 
Men de 1/ -1 Grupper kan dannes af hinanden ved Ombytning 

0' - 1 Gange. Altsaa bliver det hele Antal af forskellige Ordninger 

med a, og a, i samme Gruppe: 

IN-2 

Tages dernæst a, i 1. og a2 i 2. Gruppe, har man af 1. Grupper 

~N - ~~-"----"_ .J~..:- n) og 
1 . 2 ... (n-l) 

af 2. Grupper (N - n - l) (N - n - 2) .. (N - 2n + 1) 

Den 3. Gruppe dannes paa 

(N - 2n) (N - 2n - 1) 

1 . 2 

1 . 2 . . (n -1) 

.. (N - 3n + l) Maader, 

.. n ' 

og saaledes fortsættes indtil den v. Gruppe, der kun dannes paa 

~~ = (1/ - 1) n) (N - (p - 1) n - !L·~Q1 =-'2~j- 1). = l Maade. 
1 . 2 .. n 

Altsaa i alt IN-2 

(I n _1)2 (~)"- 2 

Men da alle de ens Kombinationer af de 'P - 2 Grupper er til 
Stede i et Antal af J ,,- 2, udkommer som Antallet af Ordninger med 

a, og a. i forskellige Grupper 
IN-2 
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l-r 2 J l f [ 2J +2[ J n - l 1 .g J = 112 1 r a a i a l, N -1 r r 
Men [a] = NG, altsaa [a'] + 2[a i a Id = N2G'. 
Fremdeles er NM2 = [(a - G)2] = [a'] --:- 2G[a] + NG2 = [a'] - NG". 
Altsaa [a'] = N(M' + G2); 2[ai ald = N'G' - N(M' + G'). 

Derfor bliver [[g']] = ~{ NM' + NG' + Il_-:=-_!N(N -1)G' --:- 11_..=--,! NM' "f ~\ N-l N-l 

_rN /N-l1 M2 + G'\- {"-l M'+("\, -fi2\N--=-i n f-rv N-l T f 

1M l' = li~11- G" = -~=---.! M2 eller 1'li~ __ l!~.*) 
- Tl' N-1 1/-I-N-I 

l'. H. O. Madsen.« 

I Tilknytning til ovenstaaende matematiske Udvikling 
skal vi ved Hjælp af et Eksempel illustrere Variationens For­
plantning gennem Middeltallene, idet vi hertil vælger en saa 
lille Mark, at alle Kombinationer let lader sig overse. 

Summen af disse 2 Antal bliver: 

- ~~~--

som er det samme Tal r, som tidligere er funden direkte. 
Man skal altsaa have: 

idet 

altsaa 

N=nv; 

IN-2 
---===----- = a, 

IV-l. In-2. (l!!t- 1 

n-l IN a= __ r og r=-==---
N-l ' I v (I n)V ' 

n-l 
a=--· 

N-l 

rJ= 

~ (~i)N. 
1'11'-1 n (l!!t- 1 

1~-2 

Ln-- 2 (!.E: Y -- l' 

I >'_ (I~)'" 

(A) 

som netop stemmer med Formel (A), hvorved altsaa Regningen er veri-

ficeret. 1'. H. O. Madsen.< 

,.') Af den plausible Middelafvigelse finder man den plausible Middelfejl ved 
Division med Vn, medens ovenstaaendc Ligning giver 

,~ VN-n = IMI, 
Vn N-l 

hvor altsaa M 'er den sande Middelafvigelse og 1M I den sande Middelfejl. 
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Eks. V. 

En Mark har 4 Parceller, der giver følgende Afgrøde: 
U u2 

6 -:-- 10 = -7- 4 16 
8 -:-- 10 = -:-- 2 4 

10 -:-- 10 = + O O 
16 -:-- 10 = +- 6 36 

føl-IO) 
[i 1

16 I G-~-1-0- M2 1-4--

De 4 Parceller deles i 2 Hold, hver med 2 Fællesparceller, 

man har da: N = 4, v = 2 og n - 2. Middelfejlen IMI er be-

1

-2 v-l 1 14 
stemt ved MI = M2 ~-- = 14 X -- = -. 

--- N-l 3 3 

Antallet af mulige Forsøgsplaner er: 

~- - ___ J~ ___ ~ __ ~~1 __ - 3 
- I~ (~v - 2. 1 (2 . 1)2 - . 

Disse 3 Forsøgsplaner fremkommer ved: 

1) Sammenlægning af Parcellerne 2 og 2 paa langs, 
2) do. do. 2 og 2 paa tværs, 
3) do. do. 2 og 2 paa skraa. 

I det enkelte Tilfælde findes: 

1) g/l = 7, g/2 = 13, /k1 2 = 5 og 11112 ~ 9, 
2) gI/l = 8, gI/s = 12, 11;2

2 = 10 og 11122 = 4, 
3) gml = 9, g/I/s = 11, /k32 = 13 og Mg 2 = 1. 

Heraf IMI12 = _~~+_~22 + 1l:!~~ =~t~ + 1= 14 eller 
- 3 3 3 

MS _ I /k 112 = M2 _ ~12 + /12
2 
+/k3

2 = 14 _~_±~~ + __ ~3 
- 3 3 

14 
=3' 

Paa Grundlag af den matematiske Analyse skal vi forsøge 
at klarlægge den almindelige Betydning af Parcellernes A n t a l 
og Størrelse. 

I vore Eksempler I til IV, hvor N = 25, n = v = 5, er 
Antallet af mulige Forsøgsplaner meget stort, idet 

125 . 
1; = --=---- er et Tal der sknves med 13 Cifre. Hele 

~ (L~Y , 
denne lange Række af mulige Værdier for Specialfejlen for­
holder sig paa tilsvarende Maade som de 3 Værdier i Eks. V. 
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Den laveste er O eller i Nærheden af O, den højeste M eller i 
Nærheden af M. Den første indtræder, naar f~ er Maksimum, 
den sidste, naar ~ er Minimum. Men disse Værdier er langt­
fra lige sandsynlige. Arealets Beskaffenhed i Forbindelse 
med Forsøgsplanen er afgørende for, hvilken der vil blive 
realiseret. 

Tænker man sig et lige stort Areal benyttet til hvert For­
søgsled, og i det ene Tilfælde samlet til een Parcel, idet n Nabo­
parceller lægges sammen til een, men i det andet Tilfælde delt 
i n Fællesparceller, fordelt med Maksimumsafstand indbyrdes, 
saa vil disse to forskellige Forsøgsplaner give Specialfejl, som 
repræsenterer hver sin Ende af Skalaen for de mulige Værdier 
af M. Hvor nær Fejlen for den store Parcel kommer til M, 
og hvor nær Fejlen paa Fællesparcellernes Gennemsnit kom­
mer tilO, afhænger blandt andet af Forsøgsarealets Beskaffen­
hed. Jo mere Jordens Variation i Frugtbarhed nærmer sig 
Skraaplanet (Eks. I og II), jo jævnere Overgangen fra Parcel 
til Parcel er, og jo større Forskellen er fra den ene Ende af 
Forsøgsarealet til den anden, desto større er Fordelen ved at 
øge Parcellernes Antal paa Størrelsens Bekostning. Og om­
vendt, jo mere tilfældig og plettet Frugtbarheden fordeler sig, 
desto mindre er Fordelen. Heraf følger den praktiske Regel: at 
gøre Parcellerne store, naar Jorden er meget variabel. Parcel­
størrelsen kan med samme Areal til Raadighed altid med For­
del øges noget ud over den Grænse, man ved fingerede Forsøg 
maatte finde fordelagtigst, idet Betydningen af Arbejdsfejl og 
Omkredsfejl aftager, naar Størrelsen tiltager, desuden ind­
skrænkes Arbejdet ved Forsøget. 

Ogsaa Parcellens Form kan øve Indflydelse paa Fejlens 
Størrelse. Den kvadratiske Parcel byder den Fordel, at Om­
kredsfejlen er mindre end ved nogen anden firsidet Parcel af 
samme Størrelse. Er Jorden kendelig agerstribet, vil det imid­
lertid være hensigtsmæssigt at gøre Parcellen rektangulær med 
sin største Længde tværs paa Agerretningen. Aarsagen hertil 
er, som det vil fremgaa af det foregaaende, den, at naar For­
skellen øges inden for den enkelte Parcels Grænser, saa af­
tager Forskellen mellem Parcellerne indbyrdes. Vi skal belyse 
dette Forhold ved et Eksempel, denne Gang hentet fra Prøve­
vejninger i en stærkt agerstribet Bygmark ved Aarslev Forsøgs­
station. 
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Eks, VI. 
Bygmark, Forholdstal pr. Arealenhed for hele Afgrødens Størrelse. 

A. 

Hver Parcel for sig. 

~6-;T~~ 
1231~-;-1~~--;-
1231~5 1~23 r 81 _I 

~911231931 

C. 
Parcellerne slaaede sam­
men to og to paa langs. rr--C

--
1 

1'23 I 
73 1'

15 1" 
1--------:--

1 ,+, -'" l87
1 

M2 = 520 M t
2 = 22 M I

2 = 508.75 

Under Skemaerne B og C er opført den direkte udledte 
Specialfejl, desuden er 

M t
2 = M2 - !kt

2 = 520 ---;- 498 = 22 og 
M I

2 = M2 - !kI
2 = 520 ---;- 11.25 = 508.75. 

Vi har udelukkende beskæftiget os med fingerede Forsøg, 
i hvilke Udslaget er = O og følgelig Forskellen mellem For­
søgets enkelte Led og Markens Middel = Fejl. Realiseres nu 
Forsøget, saaledes at de enkelte Forsøgsled bliver underkastede 
forskellig Paavirkning, saa lader Middelafvigelsens og Special­
fejlens sande Størrelse M og M sig ikke længere bestemme. 

Er v et meget lille Tal, f. Eks. 2, og n et stort Tal, saa 
kan man ved jævn og gradvis Variation gaa ud fra, at største 
Parten af Variationen er elimineret i Gennemsnitstallene; men 
vokser v, og aftager n, saa vokser ogsaa Fejlmulighederne, 
men en rationel Fejlberegning er udelukket. Man kan vel paa 

Grundlag af Fællesparcellernes plausible Middelafvigelse n[~:lf' 
bestemme den plausible Middelfejl (se Fodnote Side 351), men 
denne Størrelse er et meget upaalideligt Maal for Middelfejlen 
paa de enkelte Fællesparcel-Gennemsnits Forskel fra Markens 
sande Middel. 

Paa denne Vanskelighed bøder Bastian R. Larsens Maale­
stokmetode. Hver tredje eller hver anden af alle Forsøgets 
Parceller dyrkes her med samme Genstand, der da tjener som 
Maalestok i Forsøget. Denne Parcelanordning tillader en Op­
gørelse efter Forskelsmetoden, hvorved hver enkelt Parcel fra 
hvert enkelt Forsøgsled sammenlignes direkte med de omkring-
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liggende Maaleparceller. Man faar saaledes for hvert Forsøgs­
led lige saa mange smaa Parallelforsøg, som der er Fælles­
parceller i Forsøget. Og kun Forskellen i Frugtbarhed mellem 
de sammenlignede Naboparceller influerer paa Forsøgets Re­
sultater. Det er herved muligt at maale Fejlen i Forsøget i 
Tilfælde, hvor dette ved spredt Parcelfordeling er helt eller 
delvis udelukket. Men denne Forsøgsmetode er uærmere be­
grundel af G. Holtsmark*) og skal ikke behandles her. 

I den foran citerede Afhandling (Side 338 o. flg.) har G. 
Holtsmark behandlet Spørgsmaalet om Parcelstørrelsens Ind"' 
flydeise paa den specielle Middelfejl. Han deler Marken i smaa 
Parceller og adderer Afgrøderne fra disse 2 og 2 for derpaa at 
undersøge »Fejlen« paa Parceller af den dobbelte Størrelse. 
Den »teoretisk beregnede Middelfejl« paa to saadallue Nabo­

parcellers Sum udleder han af Formlen V 2 m 2 +-,T, hvor 
m == M = Middelafvigelsen for hele Arealet og f t = Middel­
forskelIen mellem 2 og 2 Naboparceller. Forudsætningen her 
er altsaa den, at Dobbeltparcellens Middelfejl vokser, naar 
Middelforskellen mellem de 2 enkelte Parceller, hvoraf den 
opbygges, øges. For at kunne afgøre, om den heri indeholdte 
Paastand er rigtig, maa vi først undersøge, hyilket Forhold 
der bestaar mellem Middelforskellen og de foran benyttede 
Udtryk for Middelafvigelse og Middelfejl. 

VriPT ',Middelafvigelsen er bestemt ved M = -'N --. 

Ordnes de N Elementer al, a2, ....... aN, efter aftagende Størrelse, 
kan man danne de positive Differenser: 

al - a2. al -- as, al - 34, . 

a2 - as, 32 - a4, . 
a3 - a4, . 

a, -- aN-.I, al - aN 
a2 - aN--I, a. - aN 
a3-aN--I, a3--aN 

Gennemsnittet af de N Elementer er [~J = G og Afvigelserne fra 

dette, U = a - G, er 
for al a. a. . . . . a N 

henholdsvis U, U, Ua .... U N 

*) G. Holtsmark og Bastian R. Larsen: "Om muligheder for at indskrænke 
de fejl, som ved markforsøg betinges af jordens uensartethed«. Tids­
skrift for Landbrugets Planteavl, 12. Bind, Side 330. 
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Herefter er altsaa a, - a2 = U, - U2, a, - 38 = U, - Us o. s. V., 

følgelig kan man i Stedet for ovenstaaende danne følgende Skema 
over Differenserne: 

U,-U2, U,-U" U,-U.,. 
U,- Us, U.- U" . 

Us- U" . 

U,- UN-I, U, ~ UN 
U.- UN-I, U.- UN 
US-UN--I, U8-UN 

UN-2-UN-I, UN-2-UN 
UN-I-UN 

N (N-l) 
Disse Differenser betegnes d, deres Antal er --2--; herefter 

V
---

TcPr
--

er Middelforskellen for hele Systemet = _ N (~_-lt 

2 
Kvadreres Differenserne, faar man: 

[d"J = (N -1) rU'] - 2 [Ui Ud (i> k), 
men [U]' = O = [U'] + 2 [Ul Uk], 

altsaa [d2
] = N [U']; følgelig er: 

~_2]_ _!'UU'] __ [U'] 2 N _ M' 2 N _ M 2 *) 
N (N-l) =~(N-ll= -rif- X N-l - N -r - cI.« 

2 2 

Til hver af de øvrige Værdier af Middelafvigelse og Middel­
fejl svarer en Middelforskel, der kan udledes paa tilsvarende 
Maade, idet man for U sætter V eller u og for N sætter u 
eller v; man har altsaa: 

M d 2 = M2-;: r-J"l' 

2 2 2 n md = m --- --
u-l' 

2 2 2 U 

{«cl = {(, n =-1' 

m12 _2_u _ + m22 _2_U_
1 
+ ... + m,} __ 2_u __ 

idet ___ n_-_l___ 11_-= ____ ~ _____ ~_=_!_ = 1«2 u 2 n I' 

lHd2=M2~ og 
v --1 

1il:t.ld2 = 1_~12 V 2 v l' 

M12 _2~_ + M22~ + ... + M'/,2~1-'._ 
hvor---~ t... ____ v - ! _______ _____ v- l = 11Ii1

2 2v 

"') Forfatteren til denne Udvikling, der er overladt mig af V. H. o. Madsen, 
er mig ubekendt. E. L. 
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Vi kan nu begynde at analysere Holtsmarks Formel. Han 

angiver 2 Naboparcellers Sum til 2 G ± V 2 m 2 + fk2 (Side 239 
i den citerede Afhandling) eller med vore Benævnelser: 

2 G ± V 2 M2 + (fk)d 2 eller 2 G ± V-2 M2 +(~)2:(1l1'- n = 2, 
n-

altsaa bliver Spillerummet V-2 M2 + 4 (~)2. Dette er, siger Holts­
mark, Middelfejlen paa Afgrøden fra 2 Parceller; omregnes 
denne Størrelse i Forhold til Afgrøden fra 1 Parcel, har man: 

(ft)2 er her en Middelværdi, der dannes af de 4 Størrelser: 
/H

2
, ft2

2
, /tS

2 og fk4
2

, se nedenfor. 
I det specielle Tilfælde, hvor denne Formel aIlYendes, er 

de enkelte Parceller placerede i Marken som følger: 

a'l a'2 
a"l a"2 ... 

a'e-l a'" 
a"e-1 a"" 

s og e er begge lige Tal, s e = N og 11 = 2. 

Dohbeltparceller kan her dannes paa 4 forskellige Maader, 
nemlig: 

1) [al + a2, as + a4, ae -1 + aeH· Alle Parceller indgaar. 
2) [a' + a", a'" + a"", . a"-1 + asH. do. do. do. 
3) [a2 + as, ae -2 + ae-lH· 2Y derrækker lades ude. 
4) [a" + a"', as- 2 + as-tH. do. do. do. 

I hvert af disse 4 Tilfælde kan man finde den sande 
Middelafvigelse, M, som vi her vil betegne Ml, M2, Mg og M4, 
Ml er da lig M2, medens Ms og M4, der er dannet af de til­
oversblevne Observationer, efter at henholdsvis 2 s og 2 e 
Enkeltobservationer er udeladte af Regningen, kan have en 
afvigende Værdi. Af diss(' 4 Størrelser kan aUer dannes en 
Middelværdi: 

(M)2 = N Ml 2 + N M22 + (N - 2 e) MS2 +J~_--::- 2~_~4~ 

4 (N- _e t s) 
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Af fL kan i de 4 Tilfælde dannes tilsvarende Værdier, og 
heraf findes Middelværdien 

11 fL1
2 + 11 f~22 + (11 - e) fLS2 + (11 - s) f~42 

4 (11 - e t S) 
Paa tilsvarende Maade dannes en Middelværdi af Specialfejlens 
4 Værdier: 

Da nu 

11 211i2 + 11 jlf2~ + (11 - e) 11132 + (11 - s) 21142 

4 (11 - e t S) 

M12 
- fL1

2 = 1111'\ 
M22 

- f~22 = 11122
, 

M s2 - ftS 2 = 1V1s2 og 
M42 

- fH
2 = M4 2

, 

saa er følgelig (M)2 - (fL)2 = (M)2, idet l' = ~. 
M2 

:.\1en Holtsmark forudsætter 2 + (fL)2= _M 2
, hvilket altsaa 

er galt, og den Overensstemmelse, han finder (Side 341 i den 
citerede Afhandling) mellem » Middelfejl beregnet direkte« og 
» teoretisk «, beror paa en Tilfældighed. 

Sammenstilles de to Formler, idet man for (ft)2 sætter f~2, 

har man: 

ved fL = O 

ft=MVt 

ft= M 

for 

-----~----- ----

V ~2 + fL2 

,-'~ 

M Vi 
M VI 
M Vii 

V- M2 -- ft 2 

,-'~ 

M - M 

M (f - M 

O -- M 

Naar fL afsættes som Abscisse og M som Ordinat, giver 
altsaa disse to Formler forskellige Kurver, som skærer hin-

anden ved f t = M V t. For Middelværdierne faar Kurverne 
samme Forløb, men Skæringspunktet kan forskydes en Del, 
naar Middelværdien (f t) indføres i samme Formel som Enkelt­
værdierne M og M. Holtsmarks Tilfælde har ligget saa nær 
dette Skæringspunkt, at den forkerte Formel har givet et til­
nærmelsesvis rigtigt Resultat. 


